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In dieser Arbeit wird eine kontinuumsmechanische Theorie sowie ein geeigneter Algo
rithmus zur Behandlung von Formoptimierungs und Identikationsaufgaben isotroper
hyperelastische Materialien unter groen Deformationen angegeben
Im ersten Teil wird nach der Darstellung der kontinuumsmechanischen Grundlagen







anderungsenergie von den Eigen
werten zB OgdenMaterial hergeleitet Damit ist eine einheitliche Formulierung der




ur kompressible und in
kompressible Materialien bzgl einer Berechnung in den Gr

oen der Referenz bzw der
Momentankonguration gelungen
Durch die systematische Erweiterung der kontinuumsmechanischen Grundlagen um die
Abh

angigkeit vom Design wird im zweiten Teil die Optimale Formgebung als Teilge







uhren aufgrund der vergleichbaren mathematischen





Ahnlichkeit folgt da gerade in der Sensitivit

atsanalyse dem Materi
altensor eine groe Bedeutung zukommt
Die Konzepte einer systematischen algorithmischen Realisation dieser kontinuums
mechanisch formulierten Strukturoptimierung f

ur das FEForschungsprogrammpaket
INAOPT INelastisc Analysis and OPTimization werden im dritten Teil vorgestellt





analyse nichtlinearer strukturmechanischer Probleme eektiv realisiert werden kann
Abstract
A continuum mechanical theory and an ecient algorithm for solving structural op
timization as well as identikation problems for isotropic hyperelastic materials with
large deformations is proposed
After introducing the continuum mechanical notation a formulation of stresses and
elastic moduli for strain energy functions depending on the eigenvalues eg Ogden s
material law without needing the eigenvectors is derived Using this result a uniform
representation of the stresses and elastic moduli for all stress states of compressible as
well as incompressible materials is given
In a second part a systematical extension of the classical continuum mechanical theo
ry by introducing design dependencies establishes structural optimization as a part of
continuummechanics Since the continuummechanical functions have the same mathe
matical structure similar formulae can be derived for linarization in time and in design
Therefore the tensor of elastic moduli is crucial for a correct sensitivity analysis
The concepts leading to a systematical implementation of the theoretical results in
to the nite element based research analysis tool INAOPT INelastisc Analysis and
OPTimization are outlined in a third part The eciency of the fully analytical for
mulated sensitivity analysis for nonlinear problems with large deformations is shown
for some examples
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ullung selbstgestellter Ziele und unter Beachtung zahlreicher Vorgaben und Zwangs
bedingungen stellt die ureigenste Aufgabenstellung im Ingenieurwesen dar In der Ge
schichte des Bauwesens wurden die zur optimalen Gestaltung eines Bauwerkes notwen
digen Eigenschaften und F

ahigkeiten in der Erfahrung der Baumeister vereinigt
Durch die Entwicklung der numerischen Methoden die zun

achst die Berechnung des
Strukturverhaltens wesentlich vereinfachte ergab sich auch die M

oglichkeit einer mathe
matischen Beschreibung und algorithmischen Umsetzung der komplexen Ingenieurauf
gabe durch eine Optimierungsaufgabe und die zugeh

origen Algorithmen
Zur mathematischen Darstellung sind die gew

unschten Ziele durch die sogenannte Ziel
funktion f und die vorhandenen Beschr

ankungen durch die Nebenbedingungen g
j
zu








In der algorithmischen Umsetzung des Arbeitsablaufes sind den T

atigkeiten
Konstruieren  Berechnen  Bewerten  Verbessern
die folgenden numerischen Hilfsmittel zugeordnet
Die Konstruktion eines Bauteils erfolgt heutzutage in ezienter Form mit den numeri
schen Werkzeugen des Computer Aided Geometric Design CAGD die bei richtigem
Einsatz und strukturierter Organisation die Grundlage jedes weiteren Arbeitsschrittes
bis zur Fertigung darstellen sollte
Hieran schliet sich die numerischeBerechnungmit der FiniteElementeMethode FEM
bzw der RandElementeMethode BEM an Einen wesentlichen Aspekt stellt beim
Einsatz der numerischen N

aherungsverfahren die problemgerechte Diskretisierung der
realen Struktur dar die durch den Einsatz von Verfeinerungsstrategien auf der Grund
lage von AprioriKriterien und AposterioriKriterien unterst

utzt wird Weiterhin ist
durch den Fortschritt insbesondere der numerischen Methoden in der Mechanik die
Erfassung komplexer Ph

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Die berechneten Ergebnisse der Strukturanalyse sind einer kritischen Bewertung zu
unterziehen wobei vor allem die Aussagekraft des gew

ahlten Modells zu beurteilen
ist Innerhalb des numerischen Modells ist die G

ute der Berechnung mit den oben
erw






ur die Verbesserung der Konstruktion hinsichtlich der gesetzten Ziele und unter Be
achtung der vorgegebenen Beschr






anderungen zu beurteilen Hierf

ur steht dem Ingenieur im Rahmen





die auf der Grundlage der geometrischen Beschreibung der Struktur CAGD und der
numerischen Berechnung FEM das

Anderungsverhalten quantiziert
Nach der Beurteilung des

Anderungsverhaltens und seiner quantitativen Angabe durch
die Sensitivit

atsanalyse ist die sinnvolle

Anderung der Struktur zu ermitteln die inner
halb der durch die Problemstellung gegebenen Freiheiten die optimale L

osung liefert
Zur Behandlung dieser Teilaufgabe werden die Algorithmen der mathematischen Opti
mierung eingesetzt die aus den Werten der Zielfunktion und den Nebenbedingungen






Der Einsatz von Expertensystemen f

ur die Gesamtaufgabe bzw f

ur Teilbereiche kann
den Ingenieur weiterhin von der Bearbeitung zahlreicher standardisierter Entschei
dungsprozee entlasten
Die dargestellten Algorithmen f

ur die





 Verbesserung Mathematische Optimierung
sowie der Einsatz von Expertensystemen sollen und k

onnen den Ingenieur bei der
L

osung der Ingenieuraufgabe durch die schnelle und eziente Bearbeitung letztlich
trivialer Arbeitsschritte behilich sein so da er sich intensiver den eigentlichen nicht
algorithmierbaren Aufgaben widmen kann Hierbei ist insbesondere die Modellbildung
auch der Teilmodelle f

ur die einzelnen Algorithmen und die kritische Kontrolle der
durch den Algorithmus gelieferten Ergebnisse zu erw

ahnen
In dem Mae wie der Ingenieur triviale Aufgaben zur Arbeitsentlastung an den Al
gorithmus abtreten m

ochte steigt die Menge der im Algorithmus zu verarbeitenden
Informationen und damit die Komplexit





aug ergebene Notwendigkeit der Ber

ucksichtigung und Kopplung
mehrerer bisher nicht miteinander in Beziehung stehender Einzelmodelle f

uhrte dazu
 Aufgabenstellung und Ziele dieser Arbeit 
da sich zahlreiche Philosophien zur algorithmischen Behandlung und softwaretechni
schen Umsetzung der Strukturoptimierung entwickelten Die Standpunkte sind wesent
lich durch die unterschiedlichen Zielsetzungen Arbeitsbedingungen und der Struktur
vorhandener Softwarel






ndung ist dabei der nanzielle und zeitliche Aufwand einer exakten Abbildung theore
tischer Beziehungen f

ur die eigene Optimierungsaufgabe mit der erforderlichen Genau
igkeit und der Notwendigkeit einer schnellen und eektiven Probleml

osung innerhalb
der bestehenden Struktur in Beziehung zu setzen
F

ur die Behandlung der Strukturoptimierung in Teilbereichen der Industrie ist der Ein
satz numerischer und semianalytischer Verfahren zur Ermittlung der Sensitivit

aten weit
fortgeschritten Der wesentliche Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin da vor
handene Softwarepakete f

ur die Geometriebeschreibung und die Strukturanalyse ohne
genaue Kenntnis der internen Arbeitsweisen verwendet werden k

onnen Durch den Ein





atsanalyse und der eektiven numerischen Behandlung Einschr

ankungen
gemacht Der Einsatz dieser Methoden erfordert eine erh

ohte Rechenzeit die in der
Regel in der industriellen Anwendung zur Verf

ugung gestellt werden kann
Demgegen

uber wird in der Forschung vermehrt auf die exakte Abbildung der theo
retischen Zusammenh

ange in einer eigenen f

ur die Optimierungsaufgabe zusammen
gestellten Softwareumgebung Wert gelegt Den sich hieraus ergebenen Vorteilen steht
der enorme Aufwand einer v






uber Aus diesem Grund sind zur Zeit noch Abstriche bei
der Funktionalit

at der Einzelbausteine und bei der Einsatzf

ahigkeit auf groe praxis
relevante Problemstellungen der Industrie zu machen Es ist zu erwarten da sich
aus der Entwicklungsarbeit der Forschungsinstitute auf dem Gebiet integrierter Soft
warel

osungen die auf der Grundlage einer exakten Abbildung der Theorie basieren in
Zukunft Daten und Programmkonzeptionen entstehen die von der Industrie und den
kommerziellen Softwareherstellern in den n





  Aufgabenstellung und Ziele dieser Arbeit
Die vorliegende Arbeit besch

aftigt sich mit der Berechnung und Optimierung von





MooneyRivlinMaterial und die Klasse der

Ogden
Materialien sind Diese Materialien werden insbesondere zur Modellierung gummiar
tigen Materialverhaltens zB in der Reifenmechanik und bei der Untersuchung techni
scher Gummiprodukte eingesetzt wobei vielfach Dehnungen von 	 bis  auf
treten Eine Darstellung des Stands der Forschung auf dem Gebiet der numerischen
Modellierung gummiartigen Materialverhaltens wird in Abschnitt  gegeben
Das Verhalten einer Struktur aus hyperelastischem Material wird neben der Geome
trie der unbelasteten Ausgangsform auch von den Materialparametern beeinut die
f

ur den groen Dehnungsbereich eine realistische gleich gute Beschreibung der Ma
terialeigenschaften des Gummis liefern m

ussen Um den Einu sowohl unterschiedli
cher geometrischer Formen als auch unterschiedlichen Materialverhaltens beschreiben
 Kapitel  Einleitung
zu k







Anderung der Geometrie als auch der

Anderung der Materialparameter anzugeben
Die Problematik der Aufgabenstellung

Berechnung und Optimierung von Strukturen
aus isotropen hyperelastischen Materialien und damit die Zielsetzung dieser Arbeit
besteht in der
 Herleitung einer numerisch ezienten Methodik zur strukturmechanischen Be
rechnung der Materialien






Anderung der Geometrie und der
Materialparameter sowie der
 Konzeption und Implementation eines ezienten Gesamtalgorithmus zur nume
rischen Behandlung der Optimierungsaufgaben
Bei der Behandlung soll besonderer Wert auf die Herleitung der Strukturanalyse als
auch der Sensitivit

atsanalyse aus den kontinuumsmechanischen Beziehungen Wert ge
legt werden Die sich hieraus ergebenden Resultate sollen in vollst

andig analytischer
Form in ein integriertes Programmkonzept eingebunden und softwaretechnisch reali
siert werden
  Umfang dieser Arbeit










atsanalyse in Kapitel  aufbereitet Hierbei ist besonders die Beschreibung
der materiellen K

orper und ihrer Kongurationen durch die konvektiven Koordinaten
dh die Darstellung als dierenzierbare Mannigfaltigkeiten wesentliche Voraussetzung
f

ur die in Kapitel  eingef

uhrte Parametrisierung der Optimierungsaufgabe
Die Berechnung der Sensitivit

at des Strukturverhaltens erfordert zun

achst eine ein
gehende Analyse und Problembeschreibung des zugrundeliegenden Materialverhaltens
Hierzu werden in Kapitel  f

ur eine Beschreibung in den Gr

oen der Referenzkongura
tion die Spannungs und Materialtensoren isotroper hyperelastischer Materialien
angegeben
Als Ausgangspunkt der Betrachtung wird das isotrope hyperelastische Materialgesetz
in der allgemeing

ultigen Darstellung der Form

anderungsenergiefunktion W als Funk

























vorgenommen werden so da zur erfolgreichen Behandlung der Vielfalt m

oglicher Er
scheinungsformen ein Konzept zur strukturierten modularen Beschreibung erarbeitet
werden mu Als Eingangsgr

oe ist dabei nur die Angabe der Form

anderungsenergie
funktion W und der zugeh

origen Ableitungen nach den Invarianten f

ur die funktionale





W I II III bzw nach den Eigenwerten f












 vorzusehen Wesentlich ist bei dem vorgeschlagenen Vorgehen
der vollst

andige Verzicht auf die Berechnung der Eigenvektoren der Verzerrungs und
Spannungstensoren
Neben der Darstellung kompressibler quasiinkompressibler und exaktinkompressibler
Materialien im allgemeinen dreidimensionalen Spannungs und Verzerrungszustand
mit den Sonderf

allen des ebenen und rotationssymmetrischen Verzerrungszustandes
erfolgt die Angabe der Spannungs und Materialtensoren f

ur den ebenen Spannungs
zustand Die Sonderf

alle zweifach bzw dreifach zusammenfallender Eigenwerte f

ur das
in den Eigenwerten formulierte OgdenMaterialgesetz werden nach Durchf

uhrung eines
Grenzwertprozees explizit angegeben Die entsprechenden Gleichungen f

ur die Darstel
lung der Spannungs und Materialtensoren in den Gr

oen der Momentankonguration
nden sich im Anhang
In Kapitel  wird die FiniteElementeFormulierung zur numerischen Beschreibung
hyperelastischer Materialien kurz dargestellt Die Grundlagen der FiniteElemente
Methode werden vorausgesetzt so da nur einige Angaben zur Bereitstellung des Re
siduums und der tangentialen Steigkeitsmatrix f

ur die Verschiebungsmethode bzw
eine gemischte Variationsformulierung zur Behandlung quasiinkompressibler Materia
lien gemacht werden
Nach der Darstellung der Grundlagen der Strukturanalyse der Angabe der Spannungs
und Materialtensoren und der schwachen Form des Gleichgewichts sowie der notwen
digen Diskretisierung wird in Kapitel  die Sensitivit

atsanalyse beschrieben
Den Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen bildet dabei die in Abschnitt 
dargestellten kontinuumsmechanischen Grundlagen der Strukturoptimierung
Hierbei ist zun

achst die Beschreibung der Geometrie um die Abh

angigkeit von der
Designvariablen zu erweitern aus der sich die Folgerungen f





angigkeit einer strukturmechanischen Gr

oe von der Designvariablen ist sowohl
durch die variationelle als auch durch die diskrete Sensitivit

atsanalyse zu beschreiben
Bei der Anwendung der variationellen Sensitivit

atsanalyse Abschnitt 	 auf
das hyperelastische Materialverhalten werden die Spannungs und Verzerrungstenso
ren nach der Designvariablen abgeleitet so da sich kontinuierliche Aussagen f

ur die
Empndlichkeit der Struktur bei

Anderung der Designvariablen ergeben Diese konti
nuierlichen Aussagen m







uber erfolgt in der diskreten Sensitivit

atsanalyse Abschnitt  die Be
rechnung der Empndlichkeit f

ur die bereits diskretisierten algebraischen Gleichungen
der FiniteElementeMethode Hierbei ist die erfolgreiche Strukturierung des Problems










ur die beschriebenen Darstellungsar





anderungsenergie sowie die Sensitivit

at der ersten Ableitung als
Schnittstelle zur Implementation weiterer Materialgesetze f

ur die Optimierung gen

ugt
 Kapitel  Einleitung
Die Aufgabenstellung

Strukturoptimierung erfordert in der softwaretechnischen Rea
lisation die Kopplung von Algorithmen zur Geometriebeschreibung CAGD Finite
ElementeBerechnung FEM der Sensitivit

atsanalyse und der Mathematischen Opti
mierung Die Komplexit

at der Bearbeitung wird durch den Anspruch einer vollst

andig




oht Ein Gesamtkonzept Op
timale Formgebung das wesentlich auf den bisher dargestellten kontinuumsmecha
nischen Grundlagen basiert wird in Kapitel  angegeben und ist im Forschungspro
grammpaket INAOPT INelastic Analysis and OPTimization realisiert worden
Die Beispiele Kapitel  zeigen an einigen ausgew

ahlten Problemstellungen die Lei
stungsf








ur isotrope hyperelastische Materialien
sowie der softwaretechnisch umgesetzten Gesamtkonzeption Optimale Formgebung
Zun

achst wurde die Gewichtsminimierung einer Scheibe mit Loch unter groen







uberhinaus konnte der entwickelte Gesamtalgorithmus zur
L

osung inverser Probleme eingesetzt werden wie sie die Identikation von Mate
rialparameter und Geometrie aus dem Deformationsverhalten der Struktur darstellt





ankung auftretender Spannungsspitzen Die
L

osung dieser Aufgabe ist f

ur die Konstruktion geeigneter Proben zum Nachweis der
Materialeigenschaften in der Materialpr

ufung interessant Zum Abschlu wurde am
Beispiel der Reifenkonstruktion exemplarisch aufgezeigt wie in der industriellen




Im Anhang wird zum einen die Darstellung der Spannungs und Materialtensoren





andigt Anhang A Weiterhin nden sich Angaben zur Struktur der Imple
mentation der Spannungs und Materialtensoren Anhang B Eine Zusammenstellung
der eingef

uhrten Notation in Anhang C soll dem Leser die Besch






In diesem Kapitel werden die f

ur die kontinuumsmechanische Theorie isotroper hyper
elastischer Materialien relevanten Begrie und Beziehungen kurz angegeben Ausf

uhr
liche Darstellungen nden sich zB in Truesdell Noll #$ Malvern #$ und Mars
den Hughes #
$ Die Grundlagen der Elastizit

atstheorie sind u a in Stein Barthold
#





oen von der gew

ahlten Geometrie eines betrachteten K

orpers dh von den Design
variablen wird in Kapitel  vorgenommen
  Kinematik
 Der materielle K

orper und seine Lage im Raum
Der materielle K

orper B unserer Betrachtung besteht aus einer zusammenh

angenden





mit B bezeichnet dh B  B Zu jedem Zeitpunkt t aus dem Raum der betrachteten
Zeitpunkte T
t
werden die materiellen Punkte mittels der Abbildung  bijektiv und


















zum Raumpunkt P  IE

 dh es gilt
 
 
B  IR  IR

M t  x  M t 
	
Zu der Referenzzeit t  t

nimmt der unverformte unbelastete und spannungsfreie ma
terielle K




















ur die Lage des




 Die Koordinaten X
A
heien materielle oder Lagran
gesche Koordinaten Die Gr

oen der Referenzkonguration werden im weiteren mit
Grobuchstaben bezeichnet

 Kapitel  Kontinuumsmechanische Grundlagen
Zur aktuellen Zeit t  t










ur die materiellen Punkte gilt dann bzgl der
gew

ahlten Basis die Darstellung









aumliche oder Eulersche Koordinaten Die Gr

oen der Momentankonguration
werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet
Die Bewegung des materiellen K

































dargestellt werden Dabei ist die Abbildung %
tt
 
stetig dierenzierbar und f

ur jeden
beliebigen und dann festgew

ahlten Zeitpunkt t bijektiv Zur Vereinfachung der Nota
tion wird % stets ohne Indizes geschrieben Weiterhin wird die

Ubereinstimmung der




















Abbildung 	 Abbildung  des materiellen K






Die Beschreibung des kontinuumsmechanischen Problems kann vollst

andig in der Refe
renzbeschreibung dh in Abh






ur die theoretische und numerische Behandlung der Abh

angig
keit des materiellen K

orpers und damit der Kongurationen von einer Designvariablen
s ist die Beschr

ankung der Betrachtung auf die Deformation eines gegebenen K

orpers
zwischen Referenz und Momentankonguration nicht ausreichend Vielmehr ist die





die weitere Untersuchung in Kapitel  wichtig
 Kinematik 

Zu diesem Zweck erfolgt die Einf








der materielle Punkt M eindeutig beschrieben werden kann Somit wird eine von der
Designvariable s unabh

angige Parametrisierung des materiellenK

orpers vorgenommen


































in den Raum B  fBjB  T

g der materiellen K

orper B  T

 abgebildet
Mit der Abbildung  der materiellen Punkte auf die Raumpunkte ergibt sich durch









































uber die Abbildung  durch





































tener Zeit t bijektiv und beliebig oft stetig dierenzierbar
Den konvektiven Koordinaten 
B




































































onnen Man beachte da
die Metriktensoren mit G und g dh mit dem gleichen Buchstaben jedoch ohne In































































































zwischen der verformten und unverformten Konguration bedeutsam
Als weitere M

oglichkeit zur Beschreibung der Lage materieller K

orper im Raum wird
zB in Marsden Hughes #
$ das Konzept der dierenzierbaren Mannigfaltigkeit be
nutzt das die Grundlage f

ur genauere theoretische Untersuchungen bildet Hierbei wird




uckweise dh durch eine endliche Anzahl hinreichend















angigkeit der geometrischen und damit aller weiteren kontinuumsmechanischen
Gr

oen von der gew

ahlten Geometrie dh von der Designvariablen s wird in Kapi
tel  dargestellt Dabei werden die oben denierten Abbildungen  und % um die
Abh






cher Bezeichnungen werden diese modizierten Abbildungen wieder mit den hier ge
wohnten griechischen Buchstaben benannt Im weiteren Verlauf dieses Kapitels und




angigkeit von der Designvariablen
s nicht erforderlich
 Kinematik 
 Der materielle Deformationsgradient und die
Verzerrungsmae





orpers erfolgt mit Hilfe des materiellen Deformationsgradienten











dessen Determinante J  detF aus physikalischen Gr

unden stets positiv sein mu
Mit dem materiellen Verschiebungsgradienten H  Gradu ergibt sich die Beziehung
F  Gradx  GradX& u  &H 
Wichtig f

ur die Analyse des Deformationszustandes ist die polare Zerlegung des ma
teriellen Deformationsgradienten in den eigentlich orthogonalen Drehtensor R und die
positiv deniten symmetrischen Strecktensoren U bzw V in der Form
F  RU  VR  		





gungen nicht verschwindet und zudem noch richtungsabh

angig ist wird die Wahl ge
eigneterer Verzerrungsmae erforderlich Zun

achst wird durch die Denition des ma











der Anteil der orthogonalen Transformation
eliminiert Die Spektralzerlegung von C und b ist aufgrund der Symmetrie m

oglich
und kann mit Hilfe der Invarianten
I
C












































































osung der charakteristischen Gleichung
detC 

   	
bestimmt werden Die Invarianten von C werden k

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Analog erhalten wir die Spektraldarstellung des LinksStreckTensorsV bzw des Links





























die paarweise orthogonalen Eigenvektoren von V bzw
von b Man beachte da die Invarianten des Rechts und LinksCauchyGreenTensors













Eine ganze Klasse von materiellen Verzerrungstensoren kann mit Hilfe der Spektral











ur m  
ln U f

ur m  
	
konstruiert werden siehe zB Ogden #
 Ch 		$ Den bedeutendsten Vertreter
erhalten wir hieraus f



























der sich auch aus der Dierenz der Quadrate der Linienelemente zwischen der verform
ten Momentankonguration und der unverformten Referenzkonguration ergibt
F

ur die Behandlung inkompressibler OgdenMaterialien ist die multiplikative Zerlegung

















 stellt eine reine Volumendehnung dar Betrachten wir die zu F
zugeh

orige polare Zerlegung F  R U so gilt f















i   	  die aus Gleichung 	 berechneten Eigenwerte von U sind
































Die globalen und lokalen Formulierungen der Erhaltungss

atze der Masse der Bewe
gungsgr























Unter Voraussetzung der Existenz einer Massendichte 
  !































































afte ist Mit der auf den K

orper einwirkenden massenbezogenen Beschleunigung
k 
!



































Diese Beziehung kann auch bez

uglich der Referenzkonguration und f

ur den statischen
Fall hergeleitet werden Der





























 Kapitel  Kontinuumsmechanische Grundlagen
einer Kraft (f bezogen auf ein Fl

achenelement (a deniert Mit den Aussagen des
CauchyPostulats des CauchyFundamentallemmas und des CauchyTheorems die








angigkeit des Spannungsvektors t an einem Ort x zu einer Zeit t genauer
in der Form
tx tn  Tx tn 		
beschrieben werden Hierbei stelltTx t den Cauchyschen Spannungstensor und n den





im Punkt x dar F

ur die numerische
Umsetzung der kontinuumsmechanischen Grundlagen ist der  PiolaKirchhoSpan
nungstensor deniert durch




und der 	 PiolaKirchhoSpannungstensor deniert durch
S  F
 





von zentraler Bedeutung Weiterhin wird der KirchhoSpannungstensor  in der Form







ahrend der  PiolaKirchhoSpannungstensor P die Normale N an die







a der linearen Beziehung
t

X tN  PX tN 		
abbildet und somit eine eindeutige physikalische Bedeutung besitzt ist der 	 Piola
KirchhoSpannungstensor eine reine Rechengr

oe ohne physikalische Interpretation
Die Bedeutung des 	 PiolaKirchhoSpannungstensors liegt in seiner Symmetrieei
genschaft siehe unten in seinem vollst

andigen Bezug auf die Gr

oen der Referenz
konguration und in der Tatsache da er mit der zeitlichen Ableitung des Greenschen
Verzerrungstensors E eine arbeitskonforme Paarung zur Bestimmung der inneren Span
nungsleistung bildet
	 Die dynamischen Feldgleichungen
Nach Einf

uhrung des Cauchyschen Spannungstensors T kann mit Hilfe des Gauschen
Integralsatzes aus der globalen Kr

aftegleichgewichtsbedingung 		 die  Cauchysche






x   	
hergeleitet werden die f





ullt sein mu Die Transformation auf
Gr





ur jeden Punkt X  B

die dynamischen















x   	
f



















orpers gegeben der besagt da die zeitliche

Anderung des Drehim









aften auf den materiellen K

orper und


























r t da  	
Mit Ber

ucksichtigung der Massenerhaltung und der lokalen Form des Kr

aftegleichge
wichtes ergibt sich aus der lokalen Momentengleichgewichtsbedingung   T   f

ur
jeden Punkt x  B
t





























Die materielle Zeitableitung kontinuumsmechanischer Gr

oen wird zur Beschreibung
der Zuw

achse der Spannung in einem materiellen Punkt ben

otigt
 Die PullBack und PushForwardOperation
F

ur die Behandlung physikalischer Gr

oen spielen die Transformationsbeziehungen zwi
schen den dualen Darstellungsweisen bzgl der Gr

oen der Referenz bzw Momentan
konguration eine wesentliche Rolle Eine umfassende Darstellung der sogenannten




uhrliche Darlegungen und Beispiele in Wriggers #$ und Miehe #$
Mit Hilfe der Darstellung des materiellen Deformationsgradienten in den konvektiven










































uckziehen des Bezugs von Vektor und Tensorkomponenten von Basen der
Momentankonguration B
t
auf Basen der Referenzkonguration B

 zB gilt f

ur

























Vorschieben des Komponentenbezugs von Basen der Referenzkonguration auf
Basen der Momentankonguration zB gilt f





































Die PullBack und PushForwardOperationen bewirken somit einen Wechsel der Ten
sorbasen bei gleichbleibenden Tensorkomponenten A und a bzw B und b sind duale
Vektoren und Tensoren bez

uglich der Referenz und Momentankonguration die durch
geometrisch sinnvolle Transformationen verkn

upt sind Als Beispiel sei die Beziehung














aumliche Geschwindigkeitsgradient l sowie die r

aumliche Verzerrungsgeschwindig





















bilden die geometrische Grundlage der materiellen Zeitableitung




oen ist die Lie




oen interpretiert werden kann


















der LieAbleitung eines r

aumlichen Vektorfeldes t mit Hilfe der PullBack und Push
ForwardOperationen ergeben sich die folgenden Berechnungsschritte siehe zBMiehe
#$




oe von der Momentankonguration auf die Refe
renzkonguration
	 Zeitableitung der so erzeugten dualen materiellen Gr

oe
 PushForward der abgeleiteten materiellen Gr

oe von der Referenzkonguration
auf die Momentankonguration
Hierbei ist v 
'
x die zeitliche Ableitung der Deformation % Als wichtige im weiteren
benutzte Beziehungen ergeben sich
L
v






















 Die DoyleEricksen Formeln







mit der freien Helmholtzenergie ) wie sie f

ur die im folgenden Abschnitt eingef

uhr
ten isotropen hyperelastischen Materialien gegeben ist vorausgesetzt Die Dichte 


ist von der Deformation unabh

angig In diesem Fall lassen sich die Spannungen und
die Spannungszuw

achse in materieller und r

aumlicher Darstellung mit Hilfe der Doyle
EricksenFormeln leicht berechnen siehe Doyle Ericksen #$ Simo Marsden #
$ #
$
 Kapitel  Kontinuumsmechanische Grundlagen
































































































g  J c  d 	
mit dem r























onnen die Spannungs und Materialtensoren der Momentankonguration ohne
R

uckgri auf die komplexen Umrechnungen der materiellen Beziehungen mit Hilfe der
PullBack und PushForwardOperationen angegeben werden
Der Materialtensor C der Referenzkonguration besitzt bez


































berechnet werden Der r






















Die Beziehung zwischen den Materialtensoren C der Referenzkonguration und c der
Momentankonguration ist durch die R

ucktransformation der Anwendung des r

aumli
chen Materialtensors c auf einen beliebigen r

aumlichen Tensors a gegeben siehe zB
Truesdell Noll #$ dh es gilt







































Im Rahmen dieser Arbeit werden homogene isotrope hyperelastische Materialien be
trachtet deren Darstellungsformen im weiteren kurz angegeben werden
	 Darstellung isotroper hyperelastischer Materialien






Ubergang von der allgemeinen Materialtheorie zum elasti
schen Werkstogesetz das nur vom aktuellen Deformationszustand des K

orpers und
nicht von der Geschichte der Deformation bzw der Temperatur oder der Zeit abh

angt
ist zB in Stein Barthold #
$ dargelegt worden


















































F  F 	
nach Doyle Ericksen #$ deren physikalische Bedeutung aus der Betrachtung des
elastischen Materials im Rahmen der thermodynamischen Materialtheorie erkl

art wer
den kann siehe Truesdell Noll #$ An dieser Stelle soll ausschlielich ein isothermer
Prozeverlauf vorausgesetzt werden wobei dann die sogenannte Helmholtzenergie bzw
freie Energie ) mit W  


) eine Potentialfunktion ist







onnen durch die wichtigen Prinzipien der materiellen Objektivit

at
und der materiellen Symmetrie dh in diesem Fall der Isotropie weiter eingeschr

ankt
werden siehe zB Truesdell Noll #$ Ciarlet #	$ Demnach gilt mit dem Darstel
lungssatz von Rivlin und Ericksen #$ die Aussage
Die konstitutive Gleichung f

ur den Cauchyschen Spannungstensor eines isotropen
elastischen Materials gen

ugt dem Prinzip der materiellen Objektivit











TF  F  Q
dann und nur dann wenn die konstitutive Beziehung f











































seien stetige Funktionen der Invarianten
	 Kapitel  Kontinuumsmechanische Grundlagen
Diese Aussage kann ebenfalls f

ur den 	 PiolaKirchhoSpannungstensor formuliert
werden dh es gilt
Die konstitutive Gleichung f

ur den 	 PiolaKirchhoSpannungstensor eines iso
tropen elastischen Materials gen

ugt dem Prinzip der materiellen Objektivit

at
dann und nur dann wenn die konstitutive Beziehung f








































W F eines isotropen hy
perelastischen Materials gen

ugt dem Prinzip der materiellen Objektivit

at genau






















ur alle materiellen Deformationsgradienten F gilt
	 Die vollst





Im weiteren sei die Form

anderungsenergiefunktion unendlich oft stetig dierenzierbar
so da sie sich als Potenzreihenentwicklung nach I  II  und III  in der Form
W 
*














ergibt siehe zB Ogden #
$ Mit dem Zusammenhang zwischen den Invarianten I II III






des Links bzw RechtsStreckTensors V bzw U nach


















































































bzw III   Damit k

onnen die obigen Formen vereinfacht werden dh es gilt
W 
*




































































     bzw I II III     konsistent zur klassischen linearisier
















sein Hierin stellen  den linearisierten Spannungstensor  den linearisierten Green
schen Verzerrungstensor und   die LameKonstanten dar Die Anforderungen an die
Form

anderungsenergiefunktion sind in Ogden #
 S f$ zusammengefat
	 Das OgdenMaterial













 kann die Klasse
der OgdenMaterialien eingef

uhrt werden siehe zB Ogden #$ #$ und #
$ Die
zentrale Annahme spielt dabei die ValanisLandelHypothese Valanis Landel #$




















vorausgesetzt wird Mit dieser Annahme k

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		 Einige Modelle f





Neben dem OgdenMaterial sind im Verlauf der Entwicklung von Materialgesetzen
f

ur gummiartige Werkstoe etliche Modelle f

ur kompressibles bzw inkompressibles
Verhalten entwickelt worden von denen einige kurz vorgestellt werden sollen












W I  C
	 
I  & C
	 
II 



























  ln J
 kompressibles MooneyRivlin Material nach Ciarlet Geymonat #	$
W 
*
W I  a I  & b II  & UJ
mit UJ  c J

 d lnJ und den positiven Konstanten a b c d  
	






In den Abschnitten 		 bis 	 sind Form

anderungsenergiefunktionen sowohl der
Invarianten als auch der Eigenwerte f

ur kompressible und inkompressible Materialien
vorgestellt worden F

ur die numerische Behandlung wird dabei im folgenden stets der
funktionale Zusammenhang der Form

anderungsenergie von den Invarianten in der Form
W 
*
W I II III 
*
W I II & UJ 	
bzw in Abh


















 & UJ 	
vorausgesetzt F

ur die Behandlung inkompressibler und quasiinkompressibler Materia
lien ist die Aufspaltung der Form

anderungsenergie in den Anteil W 
*
W I II der In
varianten I II des modizierten Rechts bzw LinksCauchyGreenTensors C  J

C




ur den deviatorischen Anteil der Form





ur den volumetrischen Anteil sinnvoll
	 Energie
 und Variationsformulierungen 	
 Energie	 und Variationsformulierungen

 Die schwache Form des Gleichgewichts
Die materielle Darstellung der schwachen Form des Gleichgewichts wird aus der ma
teriellen Form 	 der dynamischen Feldgleichungen durch Skalarmultiplikation mit






























 der Verschiebungsrandbedingungen u  u auf B
u
und dem Gauschen Inte
gralsatz ergibt sich bei Vernachl

assigung der dynamischen Anteile die schwache Form






















  dA    	
















  da    	































 % dA 		













































und die  Variation von + f

uhrt wieder auf die Aussage der schwachen Form des
Gleichgewichts nach Gleichung 	









ur die Berechnung quasiinkompressibler Materialien ist es sinnvoll die in Abschnitt
	 eingef

uhrte multiplikative Zerlegung 		 des materiellen Deformationsgradien
ten in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil vorzunehmen Damit kann die
Form

anderungsenergie W nach 	 additiv in einen isochoren Anteil W und einen
volumetrischen Anteil U zerlegt werden Wird dabei f

ur den volumetrischen Anteil der











Dabei mu die Nebenbedingung





oen % mit J  detF  detGrad% und  f

ur
alle materiellen Punkte erf

ullt sein Zur Ber

ucksichtigung der Nebenbedingung wird







uhrte LagrangeParameter p f

ur jeden materiellen








ur das resultierende Lagrangefunktional +
L
 das einen Spezialfall des Feld Hu




























nimmt damit einen station













onnen mit den Testfunktionen  f






























anderung und  f

























J    
  dV    	

angegeben werden
Die Ableitung dieser Beziehungen und eine Erl

auterung der Bedeutung des vorliegen
den Lagrangefunktionals ist in Simo Taylor Pister #
$ vorgenommen worden F

ur




 Linearisierung der Variationsformulierungen 	

 Linearisierung der Variationsformulierungen
 Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts
Mit der schwachen Form des Gleichgewichts 	 bzw den Gleichungen 	 bis
	









ur die numerische Berechnung mit Hil
fe des NewtonVerfahrens und f

ur weitergehende theoretische Untersuchungen zB
die Sensitivit

atsanalyse ist die Kenntnis der exakten Linearisierung der obigen Be
ziehungen von groer Bedeutung Die Grundlagen der Linearisierung kontinuumsme
chanischer Gr

oen nden sich zB in den Arbeiten von Marsden Hughes #
 Ch $





ur die Linearisierung einer vektor oder tensorwertigen Gr














uber die Richtungsableitung der Funktion A an der Stelle x
in Richtung u vorgenommen wird In diesem Abschnitt werden die Werte der konti
nuumsmechanischen Gr

oen an der Stelle x an der die Linearisierung vorgenommen
wird durch einen Querstrich gekennzeichnet
Damit kann die Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts in der Darstel
lung in den Gr





















 Grad  dV  	
	







setzt Analog ergibt sich bei einer Transformation auf die Gr

oen der Momentankon
guration bzw durch Linearisierung der Beziehung 	 die Aussage
Lin #g$
u























u den symmetrischenAnteil des r

aumlichenVerschiebungsgradienten
dar Ein Beweis dieser Darstellung ndet sich zB in M

ullerHoeppe #$
	 Kapitel  Kontinuumsmechanische Grundlagen






Ebenfalls wird bei der Betrachtung inkompressibler Materialien f






uhrt wurde die Linearisierung der Beziehungen 	 bis 	





in Richtung von u d  zu berechnen die zu einem symmetrischen Tangenteoperator
f

























































den deviatorischen Anteil des r

aumlichen Materialtensors c bezeichnet In
analoger Weise ergibt sich f




























































Die Umsetzung dieser kontinuumsmechanischen Formulierung in die diskrete Form der





Die Spannungs und Materialtensoren hyperelastischer Materialien sollen in diesemKa
pitel in einheitlicher Darstellungsweise f

ur die in Kapitel  folgende Sensitivit

atsanalyse
aufbereitet werden Dabei werden die folgenden Punkte behandelt
Tafel  Umfang der Behandlung hyperelastischer Materialien
 Wahl unterschiedlicher Betrachtungsweisen
 Beschreibung in den Gr

oen der Referenzkonguration
 Beschreibung in den Gr

oen der Momentankonguration
 Wahl unterschiedlicher geometrischer Gr

oen zur Darstellung
 Betrachtung unterschiedlicher Verzerrungs und Spannungszust

ande
 allgemeiner dreidimensionaler Verzerrungszustand
 ebener Spannungszustand
 Behandlung homogener isotroper hyperelastischer Materialien mit und oh
ne Nebenbedingungen dh von
 kompressiblen Materialien
 quasiinkompressiblen Materialien und
 inkompressiblen Materialien
 Darstellung der Form

anderungsenergie als Funktion
 der Invarianten dh W 
*
W I II III










	 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren











ullt die Voraussetzungen der DoyleEricksenFormeln siehe Abschnitt 	
nach der sich bei isothermen Prozessen die Spannungs und Materialtensoren aus der
Ableitung der Form

anderungsenergieW nach den Verzerrungstensoren herleiten lassen
Im Abschnitt 	 sind einige Beziehungen f






ur die weiteren Untersuchungen wird die Berechnung des 	 Piola
KirchhoSpannungstensors S und des zugeh
















ur den Cauchyschen Spannungstensor T und den r

aumlichenMaterial
















ur den Fall isotroper hyperelastischer Materialien hat Miehe #$ neben der be
reits bekannten Darstellung des Cauchyschen Spannungstensors

uber die Ableitung der
Form






















Die angegebenen Beziehungen f






ur die Darstellung hyperelastischer isotroper Materialien nach Abschnitt 		 f

ur
die Klasse der OgdenMaterialien nach Abschnitt 	 bzw f

ur die Materialmodelle





















anderungsenergie von den Invarianten bzw von den Eigenwer
ten strikt von der Wahl der geometrischen Gr

oen zu trennen Diese Unabh

angigkeit








 Prinzipieller Ablauf der Berechnung der Spannungs
 und Materialtensoren 	

Zur Verdeutlichung der eigenen Vorgehensweise in Abschnitt  sollen zun

achst Be





anderungsenergie von den Invarianten bzw von den Eigen
werten gemacht werden Hierzu wird beispielhaft der Ablauf der Berechnung zur Herlei
tung des 	 PiolaKirchhoSpannungstensors S und des zugeh

origen Materialtensors
C eines kompressiblen homogenen isotropen hyperelastischen Materials aufgezeigt
Die Spannungs und Verzerrungstensoren werden in diesem Fall gem

a  durch die
Ableitungen der Form

anderungsenergie W nach dem RechtsCauchyGreenTensor C
ermittelt Die Berechnung in den Gr






uhrt und in Anhang A zusammengefat
 L

osungsstrategien aus der Literatur




ur unterschiedliche Aspekte der Be
rechnung hyperelastischer Materialien vorgeschlagen worden Hierbei sind neben den
klassischen Arbeiten vonMooney #	$ Rivlin #$ insbesondere die grundlegenden Dar
stellungen von Ogden in #$ #$ #$ zu nennen
F

ur die numerische Umsetzung mit Hilfe der FiniteElementeMethode siehe Kapi
tel  und die Wahl einer geeigneten Elementformulierung insbesondere f

ur quasi
inkompressible Materialien sei auf die Arbeiten von van den Bogert #$ #$ #$
Sussmann Bathe #
$ und insbesondere auf Simo Taylor #$ verwiesen In der Arbeit
von Duett Reddy #$ wird die numerische Berechnung der Spannungs und Materi
altensoren entsprechend der theoretischen Darstellung auf der Grundlage der Eigen
vektoren beschrieben siehe die Arbeiten von Ogden F

ur die Herleitung der Material
matrizen eines inkompressiblen OgdenMaterials f

ur den ebenen Spannungszustand bei
einer Beschreibung in den Gr

oen der Referenzkonguration siehe Gruttmann Taylor
#$
 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren
 Wahl der Betrachtungsweise und der Basistensoren
Bei der Untersuchung kontinuumsmechanischer Probleme ist zun

achst die Wahl der an
gemessenen Betrachtungsweise dh Darstellung bezogen auf die Gr

oen der Referenz
konguration bzw auf Gr

oen der Momentankonguration zu treen Dar

uberhinaus
ist durch die unterschiedliche Wahl der Verzerrungstensoren innerhalb der gew

ahlten
Betrachtungsweise eine groe Vielfalt der Darstellung der Ergebnisse m

oglich
Betrachten wir die zum charakteristischen Polynom 	 zugeh

orige Aussage des
CayleyHamiltonTheorems nach dem ein Tensor seiner eigenen charakteristischen
Gleichung gen













so ergibt sich die Folgerung da infolge der Isotropie s

amtliche Spannungen sich in














ucken lassen Nach der Wahl dieser Basis Z ergeben sich die Folgerungen f

ur
die Darstellung des Materialtensors und f

ur den Fall eines inkompressiblen Materials
automatisch F

ur die Berechnung des Materialtensors C zB nach  sind weiter



















Als Ausgangspunkt der Betrachtungen in diesem Abschnitt sei die Form

anderungs
energie zB nach Gleichung 	 als Funktion der Invarianten des RechtsCauchy












a die funktionale Beziehung bekannt und beliebig oft dieren
zierbar ist ist eine sofortige Ermittlung der ersten und zweiten partiellen Ableitung von
W nach den Invarianten m

oglich Im weiteren wird in den Formeln zur Vereinfachung

























uhrt werden die ausschlielich f

ur die Ableitung der Form

anderungsenergie nach
den Invarianten benutzt wird
 Prinzipieller Ablauf der Berechnung der Spannungs
 und Materialtensoren 




















































































































































































Der Vorteil der Beschreibung der Form

anderungsenergie als Funktion der Invarianten
liegt darin da die auftretenden Ableitungen der Invarianten nach den Verzerrungsten












ur alle Werte der Invarianten bekannt sind siehe
zB Truesdell Noll #$ und die Abschnitte 		 und 	 Weiterhin kann diese For
mulierung einfach f

ur die Berechnung inkompressibler Materialien mit III   erweitert





ur ein vorliegendes Material einfacher als Funktion der
physikalisch als Hauptdehnungen interpretierbaren Eigenwerte aufzustellen ist
F





















































































Als Ausgangspunkt der Betrachtungen in diesemAbschnitt sei die Form

anderungsener













a die funktionale Beziehung bekannt und beliebig oft dieren
zierbar ist ist eine sofortige Ermittlung der ersten und zweiten partiellen Ableitung






















Weiterhin ergibt sich f
























































































































































at Analoge Darstellungsformen gelten ebenfalls f

ur den Cauchyschen










angigkeit der Eigenwerte zB der Klasse der OgdenMaterialien gegeben ist





















Insbesondere ergeben sich Schwierigkeiten f

ur die Formulierung der Spannungs und
Materialtensoren f
















 Prinzipieller Ablauf der Berechnung der Spannungs
 und Materialtensoren 
 Erl

auterung der eigenen Vorgehensweise
Die Betrachtung der Vor und Nachteile der geschilderten Berechnungsstrategien ver
bunden mit dem Zwang der Erstellung eines

ubersichtlich strukturierten modularen
und exiblen Berechnungsverfahrens f

ur die Spannungs und Materialtensoren f

ur belie
bige Materialien der Form 	 bzw 	 f

uhren zu dem folgenden L

osungskonzept
Tafel 	 Konzept der numerischen Berechnung hyperelastischer Materialien















g in der Referenzkonguration
 Berechnung der Ableitung der tensoriellen Basis Z nach C
 Berechnung der Ableitung der Form

anderungsenergie nach den Invarianten
a Form

anderungsenergie als Funktion der Invarianten nach 	




anderungsenergie als Funktion der Eigenwerte nach 	











































alle der biaxialen und hydrostatischen Spannungs
zust

ande die Ableitungen nach den Invarianten in expliziter Form
angegeben siehe die Abschnitte  und 






ur die Darstellung der Spannungs
und Materialtensoren aus den Gleichungen  und 
 dh mittels der
Ableitungen der Form

anderungsenergie nach den Invarianten





































Die Besonderheit des eigenen Vorgehens wird zun

achst in Abschnitt 	 am Beispiel
der materiellen Formulierung in den Gr

oen der Referenzkonguration erl

autert
 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren




In diesem Abschnitt wird f

ur kompressible Materialien unter der Voraussetzung eines
beliebigen dreidimensionalen Verzerrungszustandes die gew

ahlte Vorgehensweise am
Beispiel der Beschreibung in den Gr

oen der Referenzkonguration dh des 	 Piola
KirchhoSpannungstensors S und des zugeh






ur den ebenen und den axialsymmetrischen Verzerrungszustand sind
hierin als Sonderf

alle enthalten Die Darstellung der Spannungs und Materialtensoren
bei kompressiblenMaterialien f

ur den ebenen Spannungszustand geschieht in Abschnitt
 F







und deren Ableitung nach C
Nach den Bemerkungen des Abschnittes  wird der Raum der m

oglichen Span



















ur die Bestimmung der zweiten Ableitung der Invarianten nach dem Verzerrungsten
sor hier C sind die Ableitungen der Basistensoren Z
m
nach dem Verzerrungstensor












































Die Ableitungen der Basistensoren Z
m
sind dabei Tensoren vierter Stufe Hierbei stellen
I bzw O den vierstugen Einheits bzw Nulltensor dar Die genauere Herleitung ist
im Anhang B zu nden
 Ableitung der Invarianten nach C
F

ur die Berechnung der Spannungs und Materialtensoren nach  bzw 
 wer
den die Ableitungen der Invarianten nach den Verzerrungstensoren ben

otigt siehe
Truesdell Noll #$ dh es gilt zB f








nach dem RechtsCauchyGreenTensor C f

ur eine














anderungsenergie der Invarianten bei Kompressibilit

at 






































ur die Bestimmung desMaterialtensorsC nach Gleichung 
 ist die zweite Ableitung
der Invarianten nach C zu berechnen Nachdem die erste Ableitung der Invarianten in




































































































Die mit dieser Darstellung vorgeschlagene Berechnung hyperelastischer Materialien ba
siert wesentlich auf der Berechnung der Ableitungen der gegebenen Form

anderungs
energie nach den Invarianten Ist die Form

anderungsenergie als Funktion der Invarian
ten nach 	 bekannt dh gilt
W 
*
W I II III
so ergeben sich die ben

otigten Ableitungen durch direktes Dierenzieren der funktio
nalen Beziehung
Ist dagegen die Form












so ist zur Berechnung der Ableitungen der implizite Zusammenhang der Eigenwerte von
den Invarianten

uber die charakteristische Gleichung zu verwenden F

ur kompressible
Materialien sind die unterschiedlichen F

alle in der folgenden Tafel aufgef

uhrt





anderungsenergie W nach den Invarianten
I II III
















 III   
	 Fallunterscheidung f








j   f

ur alle i k  f 	 g mit i  k weiter
mit Tafel 







j   f

ur ein i k  f 	 g mit i  k weiter







j   f

ur alle i k  f 	 g mit i  k weiter
mit Tafel  auf Seite 
Ausgang Ableitung der Form

anderungsenergiefunktion der Eigenwerte nach
den Invarianten
	 Darstellung der Spannungs und Materialtensoren
F

ur den 	 PiolaKirchhoSpannungstensor eines kompressiblen hyperelastischen Ma
terials gilt die Gleichung  die unter Benutzung der Summenkonvention der Schreib
weise  und der Darstellung 		 der Ableitung der Invarianten nach C bez

uglich
























Entsprechend ergibt sich f
































und den obigen Ergebnissen die Darstellung


















 Zusammenfassung der Berechnung
Die Ergebnisse f

ur die Berechnung kompressibler hyperelastischer Materialien sind in
der nachfolgenden Tafel zusammengefat
Tafel  Spannungs und Materialtensoren kompressibler Materialien












isotroper hyperelastischer Materialien in der Referenzkonguration und bil

















	 Bestimme die Koezientenmatrix A f

ur die Darstellung der Ableitung der


















 Berechne die Ableitungen der Form

























weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 



























 Bestimme den 	 PiolaKirchhoSpannungstensor S und den zugeh

origen
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In diesem Abschnitt wird entsprechend dem vorangegangenen Abschnitt die Vorge
hensweise f

ur inkompressible Materialien erl

autert Die Darstellung der Spannungs
und Materialtensoren f





ur inkompressible Materialien nach 	 dh es gilt
W 
*
W I II III 
*
W I II & UJ
ist der isochore AnteilW der Form

anderungsenergiefunktionW nur von den Invarian
ten I und II abh

angig Der volumetrische Anteil ist durch den Anteil U 
!
UJ gegeben




















uhrt Aus der obigen Darstellung der Form

anderungsenergie ergibt sich f

ur die




















des Spannungstensors in einen deviatorischen und einen volumetrischen Anteil Analog
ergibt sich f


























ur inkompressible Materialien bzw f

ur eine Formulierung mit Hilfe der multipli
kativen Zerlegung des Deformationsgradienten nach 		 sind die Ableitungen der
modizierten Invarianten I und II nach C bereitzustellen In diesem Fall sind die modi
zierten Gr

oen I bzw II die Invarianten des modizierten Tensors C  J

C dh















und deren Ableitung nach C
F

ur die Betrachtung inkompressibler Materialien werden zun

achst in Anlehnung an die





























































































ahrend sich aus der Anwendung von IP auf C
 



















In den obigen Formeln bezeichnet devC den deviatorischen Anteil von C dh es gilt
devC  C 







ur die noch herzuleitende Gleichung  zur Bestimmung der zweiten Ableitung der
Invarianten nach dem Verzerrungstensor hier C wird die Ableitung der Basistensoren
Z
m





























































































Die genauere Herleitung ist im Anhang B zu nden
 Ableitung der modizierten Invarianten nach C
Die Ableitung der modizierten Invarianten I II nach dem modizierten Verzerrungs






 I C  

 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren
Durch die oben beschriebene Anwendung des Projektionstensors IP auf die Basistenso
ren kann zusammenfassend f
















































trix Z der modizierten Basistensoren deutlich wird Bemerkenswert ist da sich beim

Ubergang vom kompressiblen Material zum deviatorischen Anteil W des inkompressi













die Dimension des betrachteten Raumes der Verzerrungstensoren reduziert wird Somit












des Anteils von W auf F

ur die numerische Realisation bedeutet dies da die Summa
tionsschleifen nur noch

uber zwei modizierte Summanden laufen
F

ur die zweite Ableitung der Invarianten I
i






































	 Darstellung der deviatorischen Anteile der Spannungs
und Materialtensoren
Die deviatorischen Anteile S
D
























onnen mit der Notation 	 den Basistensoren Z
i
nach  und der Ablei































ur den deviatorischen Anteil C
D
am Materialtensor gilt mit  und den oben

























































































































ur die erste Ableitung der Funktion U 
!







































































































	 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren
 Zusammenfassung der Berechnung
Die Ergebnisse f

ur die Berechnung inkompressibler hyperelastischer Materialien sind
in den nachfolgenden Tafeln zusammengefat
Tafel 
Deviatorischer Anteil der Spannungs und Materialtensoren inkom
pressibler Materialien



















































































	 Bestimme die Koezientenmatrix A f

ur die Darstellung der Ableitung der
















 Berechne die Ableitungen des deviatorischen Anteils W an der Form

ande
























weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 




























































andige Spannungs und Materialtensoren inkompressiblerMa
terialien


































































 Bestimme die vollst

andigen Spannungs und Materialtensoren durch Addi










 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren
 Der ebene Spannungszustand bei
kompressiblen Materialien
	 Grundlage der Berechnung
F

ur den ebenen Spannungszustand gelten gegen

uber dem allgemeinen dreidimensiona

















ur die Komponenten des 	 PiolaKirchhoSpannungstensors S bzw des Rechts
CauchyGreenTensors C F




















































ur den Fall des ebenen
















ache kann aus der Bedin
gung S



























ost werden kann Die





















uhrung eines kartesischen Koordinatensystems dessen ersten zwei Basisvektoren
die Tangentialebene an die Scheibenmittel

ache im betrachteten Punkt aufspannen
Die Berechnung kompressibler Materialien im ebenen Spannungszustand basiert auf
den Ergebnissen des Abschnitts 	 f

ur kompressible Materialien im allgemeinen drei
dimensionalen Verzerrungszustand die in der Tafel  zusammengefat sind





ur kompressible hyperelastische Materialien mit       wobei  die Querkon





nach Berechnung der Anteile C
esz












   
 Der ebene Spannungszustand bei kompressiblen Materialien 
iterativ bestimmt werden Hierf

ur bietet sich eine lokale Iteration mit Hilfe des qua
dratisch konvergenten NewtonRaphsonVerfahrens an wobei die Linearisierung der
Spannung S

an der Stelle C
k

vorzunehmen ist dh es gilt mit der Taylorreihenent
wicklung von S




























Mit der Komponente C

der materiellen Form des Werkstotensors aus der Bezie









































	 Spannungs und Materialtensoren f

ur kompressible
Materialien im ebenen Spannungszustand
Nach der Berechnung der Komponente C

kann der Spannungstensor aus der Bezie









des ebenen Spannungszustands kann im weiteren durch eine
Kondensation aus dem Materialtensor C des allgemeinen dreidimensionalen Verzer
rungszustandes hergeleitet werden Hierzu wird das vollst

andige Dierential des Span

















aus der Bedingung dS

































































































































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im ebenen Spannungszustand ist in der nachfolgenden Tafel zusammengestellt
Tafel  Der Verzerrungszustand des ebenen Spannungszustandes
Eingang Gegeben sei der ebene Anteil C
esz
des Verzerrungstensors C und die
Abbruchgenauigkeit  zur Erf

ullung der Bedingung S

 
 Berechne die ebenen Anteile der tensoriellen Basis Z sowie die ebenen An
teile der Ableitung der tensoriellen Basis nach C
	 W














osungspunkt der vorhergehenden lokalen Iteration





a Berechne die Anteile von C
k

an der Tensorbasis Z und an den Ablei
tungen der Basistensoren nach C



















stimmung der Spannungs und Materialtensoren







altensors aus 	 bzw 	












und gehe zum Schritt 



















g Setze k  k &  und gehe zu Schritt a







andigen Verzerrungszustand C die
Basistensoren die Ableitung der Basistensoren die Invarianten und bestim






 Berechnung der MaterialmatrixC
esz














































	 Der ebene Spannungszustand bei inkompressiblen Materialien 













 siehe Abschnitt  Die Be
rechnung inkompressibler Materialien im ebenen Spannungszustand basiert auf den
Ergebnissen des Abschnitts  f

ur inkompressible Materialien im allgemeinen dreidi
mensionalen Verzerrungszustand die in der Tafel  zusammengefat sind Die Ergeb
nisse sind in anderer Notation schon in Gruttmann Taylor #$ enthalten

























g   	


























































 Spannungs und Materialtensoren f

ur inkompressible
Materialien im ebenen Spannungszustand
Der Ausgangspunkt f

ur die Berechnung inkompressibler Materialien im ebenen Spann
nungszustand ist die Form

anderungsenergie nach Gleichung 	 dh in der Form
W 
*
W I II III 
*
W I II & UJ 
Der 	 PiolaKirchhoSpannungstensor ergibt sich nach Abschnitt  zu
















aus der Bedingung S

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berechnet werden kann Damit k

























dargestellt werden Hieraus kann der MaterialtensorC
esz





































Eine weitere Form ergibt sich durch Einsetzen des Ausdrucks  des Spannungs
tensors in die obige Beziehung und die Ausf



















































































Der Ablauf der Berechnung des Spannungs und des Materialtensors eines inkompressi
blen Materials im ebenen Spannungszustand ist in der folgenden Tafel zusammengefat
Tafel 




Eingang Ebener Anteil C
esz
des Verzerrungszustandes





























	 Berechne mit dem vollst

andigen dreidimensionalen VerzerrungstensorC die
deviatorischen Anteile der Form











 Berechne den Spannungstensor S
esz
eines inkompressiblenMaterials im ebe
nen Spannungszustand nach 
 Berechne den Materialtensor C
esz
eines inkompressiblen Materials im ebe















 Ableitung der Form

anderungsenergie in den













anderungsenergiefunktion in den Eigenwer










ahlte Vorgehensweise am Beispiel des





Zur Verwendung der in den Abschnitten 	 bzw  beschriebenen Algorithmen sind
die Ableitungen nach den Invarianten zu berechnen
 Ableitungen der Eigenwerte nach den Invarianten
Die Beziehung zwischen den Invarianten I
k



































































































































































Durch eine Matrizeninversion erh

alt man die Ableitungen der Eigenwerte nach den














































































































































wobei die Indizes i j k eine gerade Permutation der Zahlen  	  darstellen siehe
auch Ting #$ Morman #$ Die Ableitung des iten Eigenwertes nach der kten

















































entspricht wegen der Isotropie dem












zusammenfallende Eigenwerte zu Null werden


























ost werden Unter Ber

ucksichtigung der Ableitung der Eigenwerte nach
den Invarianten gem

a  ergibt sich die Ableitung der Form

anderungsenergie nach


















































Zur Vereinfachung der Notation wird die Einsteinsche Summenkonvention

uber dop











kann auf zweierlei Wegen berechnet werden Zun

achst sei
die Darstellung des Materialtensors nach  betrachtet die durch Anwendung der




































































































































uhrt werden kann Ein Vergleich mit Gleichung 




































































Diese Beziehung ist f





ur die zweite partielle









 zu berechnen ist was f

ur
den Fall zusammenfallender Eigenwerte nicht trivial ist siehe auch Abschnitt 





















































































































































































































































































































der zweiten Ableitung der Form






































uhrt Hierbei treten die zweiten Ableitungen der Invarianten nach den Eigenwer
ten auf die direkt aus den Beziehungen  bis 	 durch zweimalige Dierentia


























































onnen Durch Einsetzen der Beziehungen f

ur die erste Ableitung
der Form

anderungsenergie nach den Invarianten  f

ur die zweiten Ableitungen
der Invarianten nach den Eigenwerten    und unter Ber

ucksichtigung der
Denition der Werte N
i
nach  ergibt sich f























Analog hierzu folgt f























































































Der Ablauf der Berechnung der Ableitungen einer Form

anderungsenergiefunktion der
























































































































 Berechne die zweiten partiellen Ableitungen nach den Invarianten durch




ur i  j nach Gleichung 




ur i  j nach Gleichung 
c Auswertung der Gleichung 
 Form










 Ableitung der Form

anderungsenergie in den









Das in Tafel 



































zu Null werden Somit ist f

ur den Sonderfall die Angabe der gew

unschten partiellen
Ableitungen auf dem Weg der Grenzwertbetrachtung zu erarbeiten










































































































stetig sind Entsprechende Bezie
hungen gelten f

ur den MaterialtensorC so da f
























ur i j   	  bereitzustellen sind









ur beliebige hyperelastische Materialien
Die partielle Ableitung der Form


























































































































































zu untersuchen Hierzu ist die Kenntnis der Form

anderungsenergie W und deren Ab
leitung nach den Eigenwerten erforderlich Somit ist die obige Gleichung der weitest




Im weiteren wird die Wahl eines Materials aus der Klasse der OgdenMaterialien nach
	 vorausgesetzt Der volumetrische Anteil gJ der Form

anderungsenergie kann




































































































































































mit   
p









B die Grenzwertbetrachtung f

ur   die nach Ausf

uhrung









































Die partiellen Ableitungen der Form




















































 k  
p
&  	k









ur beliebige hyperelastische Materialien
F

ur die zweiten partiellen Ableitungen der Form
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nach den Rechenregeln der Grenzwertbildung erlaubt ist
Entsprechend dem Vorgehen bei der ersten partiellen Ableitung nach den Eigenwerten
kann erst durch das Einsetzen des speziell gew














ur die Klasse der OgdenMaterialien ergeben sich die DiagonalelementeA
ii
der Matrix


























































Zur Berechnung der Grenzwerte ist eine umfangreiche algebraische Berechnung erfor
derlich bei der ebenfalls mehrfach die Regel von l Hospital eingesetzt werden mu
Auf eine genauere Darstellung der Herleitung wird an dieser Stelle verzichtet








alt man die zweiten
partiellen Ableitungen der Form









































































    	 
wobei die Schreibweise   !
p
 s t  
p
&   	s & t benutzt wurde
 Form























 Berechnung des Grenzwertes f

ur die ersten Ableitungen





 k  
p
&   	k 
b Berechne den Summanden
R
p











































	 Berechnung des Grenzwertes f

ur die zweiten Ableitungen
a Berechne die Faktoren
  !
p
 s t  
p
&   	s & t 
b Berechne den Summanden
P 
p
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   	 



































 Kapitel  Spannungs
 und Materialtensoren
 Ableitung der Form

anderungsenergie in den


















 vorgenommen worden Aufbauend auf diesem Teilergebnis ist der weitere

Uber










uhren Analog dem obigen Vorgehen
erh

alt man die im folgenden dargestellten Ergebnisse f

ur die partiellen Ableitungen der
Form

anderungsenergie nach den Eigenwerten Hierbei wird darauf hingewiesen da die
unten angegebenen Ergebnisse nur f

ur das OgdenMaterial g

ultig sind
Die Ableitungen der Form

anderungsenergiefunktion nach den Invarianten f

ur den Son















 und  nach umfangreicher algebraischer Rech
nung und mehrmaliger Anwendung der Regel von l Hospital Auf eine ausf

uhrliche














 Berechnung des Grenzwertes f

ur die ersten Ableitungen




 k  
p
&  	k 
b Berechne den Summanden R
p





























	 Berechnung des Grenzwertes f

ur die zweiten Ableitungen
a Berechne den Summanden
P 
p




















































von Anfangs und Randwertaufgaben dar Die Grundlagen dieses Verfahrens sind in
vielf






ur die numerische Berechnung inkompressibler Materialien sind die grundlegenden




ur die Anwendung auf hyperelastische Materialien siehe auch Si
mo Taylor #$ Wriggers #$ M

ullerHoeppe #$
Aufgrund der umfangreichen Literatur zur FinitenElementeMethode und deren wei
ten Verbreitung werden an dieser Stelle nur die Grundz

uge des Vorgehens aufgezeigt




Im Rahmen dieser Arbeit wurden isoparametrische Scheibenelemente als Dreiecke bzw
Vierecke mit einer variablen Knotenanzahl von drei bis sechs bzw vier bis neun Knoten





uglich der Referenzkonguration als auch bez

uglich der Momentankonguration
kodiert Bei dieser Formulierung sind die Verschiebungen V der Knoten der niten
Elemente als Unbekannte eingef

uhrt so da sich f














ergibt Hierbei ist N
i
die Matrix der Ansatzfunktionen und v
i
der Vektor der Kno
tenverschiebungen f

ur das ite Element


 Kapitel  Finite Element Formulierung
F




















































































des kten Knotens dar
Die Besonderheit des isoparametrischen Konzeptes besteht darin da die Geometrie
und der Verschiebungszustand im Element in gleicher Form

uber die Knotenwerte
approximiert werden dh es gilt f













































































Abbildung  Darstellung des isoparametrischen Konzepts
Die Beziehung  gelte auch f

ur die virtuelle Verschiebung 	u die sich aus der










 Die Gemischte Methode 
Mit der Einf



















und der geeigneten Wahl der Matrix R
i
der Ansatzfunktionen ergibt sich f

ur den
Anteil des iten Elementes an der schwachen Form des Gleichgewichts zB in der Mo























































g   und damit g   










ur den Fehlkraftvektor G der Referenzkonguration hergeleitet werden Diese Bezie
hungen werden f

ur die Behandlung der diskreten Sensitivit





Weiterhin ergibt sich f

ur die Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts
aus 	













































Durch Assemblierung aller Elementanteile folgt dann die Matrizendarstellung der Li
nearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts
 Die Gemischte Methode
Im Gegensatz zur Verschiebungsmethode bei der die Spannungen

uber die Verzer





Verschiebungen ermittelt werden werden bei der gemischten Methode f

ur die Span









die Betrachtung quasiinkompressibler Materialien f








































	 Kapitel  Finite Element Formulierung
entsprechend der Darstellung in Abschnitt 	
Wesentlich f






Manipulationen auf Elementebene eliminiert werden k

onnen Dieser Vorgang ist in
Simo Taylor Pister #
$ zuerst vorgestellt worden siehe auch M

ullerHoeppe #$
Entsprechend dem obigen Vorgehen ergibt sich f








































































































eine Matrix welche die Ableitungen der Ansatzfunktionen enth

alt
und den Divergenzoperator darstellt Somit kann der Elementanteil wieder gem

a der








Die Grundlage der Strukturoptimierung ist die Sensitivit

atsanalyse dh die Beschrei
bung der Ver

anderung einer Problemfunktion  im System zB der Zielfunktion f
oder einer Nebenbedingung g
j
 infolge der Modikation einer gew

ahlten Designvaria




andigen Ableitungen nach den





Formulierung der Problemstellung der Strukturoptimierung als mathematisches Op
timierungsproblem und f

ur die damit verbundenden numerischen Algorithmen siehe
Kapitel 





aherungsverfahren wie zB der FiniteElementeMethode
oder RandElementeMethode behandelt Somit ist der auf die Strukturanalyse auf












konsistenten algebraischen Gleichungen bereitgestellt werden m

ussen Die Bereitstel
lung der algebraischen Gleichungen der Sensitivit

atsanalyse kann mittels unterschied
licher Vorgehensweisen vorgenommen werden
Tafel  Sensitivit





a Berechnung der Gradienten des kontinuierlichen Problems nach den
Designvariablen
b Diskretisierung der kontinuierlichen Sensitivit

atsaussagen in Raum






a Diskretisierung des strukturmechanischen Problems in Raum und Zeit
entsprechend dem numerischen N

aherungsverfahren
b Berechnung der Gradienten der erhaltenen diskreten algebraischen Be
ziehungen nach den Designvariablen






ur die variationelle Sensitivit

atsanalyse wurde von Cea siehe #	$ #	$ #	$ und
Zolesio siehe #$ #$ das aus der Kontiuumsmechanik bekannte Konzept der
Materialableitung f

ur die Behandlung der Strukturoptimierung eingef

uhrt siehe auch
Haug Choi Komkov #$
Eine Erweiterung der variationellen Methoden auf geometrisch nichtlineare Probleme
in der Total und Updated Lagrange Formulierung sind bei Choi Santos Yao #	$
#$ #
$ und Arora Cardoso #$ #	$ zu nden Auerhalb eines bestehenden Pro






Ein variationeller Zugang zur Sensitivit

atsanalyse jedoch ohne numerischeVerikation
ist in Dems Mroz #$ #$ #	$ zu nden
F

ur die numerische Realisation wird vorwiegend die diskrete Sensitivit

atsanalyse dh
die Ableitung der diskreten algebraischen Beziehungen nach den Designvariablen auf
bereitet und in die Sensitivit

atsmodule der Optimierungsprogrammsystems implemen
tiert Diese Vorgehen ist zB in Neittaanm







andige Implementation der analytischen Gradienten dieser Vorgehensweise in
ein bestehendes Programmsystem siehe Bletzinger #
$ Kimmich #$ CARAT sowie
Becker #$ Becker Barthold #$ Stein Becker Barthold #
$ f





atsanalyse mit der semianalytischer Herleitung der Sensitivit

aten
wird von Adelmann Haftka #$ Haftka Grandhi #$ und Eschenauer #$ Eschenauer









$ die auch auf die

Aquivalenz der beiden Vorgehensweisen hinweisen
In dieser Arbeit werden zun

achst im Abschnitt  die kontinuumsmechanischenGrund
lagen aufgezeigt die f








otigt werden Dabei zeigt sich da das Konzept der Ma
terialableitung und insbesondere die oft angef

uhrte dynamische Interpretation der
Form

anderung siehe zB Haug Choi Komkov #$ aus kontinuumsmechanischer
Sicht nicht ohne Einwand akzeptiert werden kann
In Kapitel 	 wird die variationelle Sensitivit

atsanalyse am Beispiel des materiellen
Deformationsgradienten und der Spannungen dh der zentralen kontinuumsmechani
schen Gr








at der Spannungen ergeben sich sowohl in der materiellen als auch der
r








uhrung der variationellen Sensitivit

atsanalyse von groer Bedeutung
sind Diese Beziehungen sind in vollst

andig analytischer Form in das FiniteElement
Programmpaket INAOPT implementiert worden
Dar

uberhinaus wird im Abschnitt  die Sensitivit

at der diskreten Formulierung ange
geben die mit der vorhergehenden Formulierung

ubereinstimmt und in vollst

andiger
analytischer Form in das FiniteElementeProgrammpaket INAOPT implementiert
wurde siehe hierzu auch Becker #$
	 Die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Strukturoptimierung 
  Die kontinuumsmechanischen Grundlagen der
Strukturoptimierung
In diesem Abschnitt wird die Abh

angigkeit der kontinuumsmechanischen Gr

oen von
der Ausgangsgeometrie und somit von den Designvariablen s
i
i   	        n aufge
zeigt Die Designvariablen stellen dabei skalare Variablen dar die zur Spaltenmatrix
s  IR
n
zusammengefat werden Zur Vereinfachung der Notation wird eine beliebige
Designvariable ausgew

ahlt und ohne Index dh als s  IR geschrieben Der urspr

ung





angigkeit einer kontinuumsmechanischen Gr

oe von der Designvariablen
s anzuzeigen wird die Gr

oe mit einem Index s versehen F

ur den Startentwurf der












Bei der Strukturoptimierung werden strenggenommen unterschiedlichematerielleK

orper
betrachtet und in ihren Eigenschaften zB Gewicht und dem Deformationsverhalten
beurteilt Damit ist das in Kapitel 	 eingef

uhrte Konzept der Beschreibung der Lage
und der Bewegung eines materiellen K

orpers im Raum nicht mehr ausreichend
Umdie Eigenschaften zweier unterschiedlichermateriellerK








Ubergang eines materiellen K

orpers in einen anderen
bei Ver



















agte Sichtweise der Formoptimie
rung
 In der Strukturoptimierung werden die Eigenschaften Zielfunktion Ne
benbedingungen unterschiedlicher materieller K

orper betrachtet und ver
glichen
	 Der Vergleich unterschiedlicher materieller K

orper und deren Eigenschaften






 Die Transformation wird dabei durch Einf

uhrung von Designvariablen pa
rametrisch beschrieben und sei bzgl der Ver

anderung der Designvariablen
hinreichend oft stetig dierenzierbar
Ein Vergleich dieser Sichtweise mit dem bereits genannten Konzept der Materialablei
tung ndet sich in Abschnitt 	
 Kapitel 	 Sensitivit

atsanalyse




angigkeit der Designvariable s ist
der Bezug auf die in Abschnitt 	 eingef






















uhrt wurde und somit von der Designvariablen s unabh

angig ist
Mit diesen Bemerkungen soll die Abbildung  nach 	 um die Abh

angigkeit von
der Designvariablen s erweitert werden wof

ur wieder die Bezeichnung  gew

ahlt wird
Mit dem Parameterraum T
s
 IR der Designvariablen gilt f

ur die Darstellung eines
materiellen K

orpers B in Abh























Die Abbildung  sei hinreichend oft bez

uglich der konvektiven Koordinaten und der
Designvariable stetig dierenzierbar und f

ur festgehaltene Designvariable s bijektiv




























Abbildung  Parametrische Beschreibung des materiellen K

orpers durch die
konvektiven Koordinaten und die Designvariable
Mit der in Abschnitt 	 denierten Abbildung  der materiellen Punkte M auf die
Raumpunkte kann durch Abbildungskomposition die in Gleichung 	 denierte Ab
bildung  um die Abh

angigkeit von der Designvariablen s erweitert werden dh es gilt
	 Die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Strukturoptimierung 






































 durch die konvektiven Koordinaten die Zeit und die Designvariable beschrieben























 t s  





rung des materiellen K








































Abbildung 	 Beschreibung der Lage des materiellen K

orpers durch die Para
metrisierung des materiellen K






ur den Startwert s

der Designvariablen kann die zu
geh

orende Referenzkonguration in Abh














































































































stetig dierenzierbar und f

ur jeden
beliebigen und dann festgew

ahlten Zeitpunkt t sowie f





ur die weitere Untersuchung ist der

Ubergang zwischen den Referenz und Momen
tankongurationen unterschiedlicher materieller K















 IR  B
s
















auf die Referenzkonguration B
s


















 IR  B
s
t





















uhrt Damit wird f

ur jeden Zeitpunkt t die Ver

anderung der Konguration B
t
des Ausgangsdesigns mit s  s





mit s  s

 beschrieben Diese Situation ist in der Abbildung  dargestellt
Der Erhaltungssatz der Masse siehe Abschnitt 		 ist f







ullt Dies ist auch verst

andlich da es sich dabei um den

Ubergang der Kongu
rationen zweier unterschiedlicher K










































X s  )













geschrieben werden Dabei stellt V die sogenannte Form

anderungsgeschwindigkeit dar
siehe Haug Choi Konkov #$





























































angig von s ist Die obige Darstellung wird in Abschnitt
	 erl








































angig vom Design sind F

ur
die Referenzkonguration ist die Auswertung f

ur t  t

einfach da es sich in diesem
Fall ausschlielich um eine geometrische Beziehung handelt F

ur die Momentankon
guration ist jedoch die implizite Abh












Abschlieend werden die zentralen Abbildungen im

Uberblick dargestellt

































































Abbildung  Zusammenstellung der eingef

uhrten Kongurationen und Abbil
dungen
	 Die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Strukturoptimierung 

 Ein Vergleich mit dem Konzept der Materialableitung
In diesem Abschnitt wird die eigene Darstellung der kontinuumsmechanischen Grund
lagen der Formoptimierung mit dem von Cea und Zolesio eingef

uhrten Konzept der
Materialableitung verglichen Als Grundlage dient dabei die Darstellung in Haug Choi
Komkov # S 
$






dynamic process of deforming a con
tinuum with  Anm in dieser Arbeit s playing the role of time interpretiert
Diese Interpretation der Vorg








orpers ist aus meiner konti





Erhaltungssatz der Masse nicht erf











Anderung des materiellen K

orpers B mit der

Anderung der Designvariablen s
noch vor der Einbettung in den Euklidischen Vektorraum sowie
	 der Deformation eines materiellen K

orpers B von der Referenzkonguration B

in die Momentankonguration B
t
mit der Zeit t
vorgenommen worden
Weiterhin wird in Haug Choi Komkov #$ bei der Herleitung der Form

anderungs
geschwindigkeit implizit eine Referenzkonguration bzgl der Designvariablen durch




uhrt Dies ist aus
theoretischer und numerischer Sicht nicht erforderlich da bei Verwendung konvektiver
Koordinaten dh der Darstellung des materiellen K

orpers als dierenzierbare Mannig
faltigkeit die Ver





































Entsprechend zur Beschreibung kontinuumsmechanischer Beziehungen in den Gr

oen
der Momentankonguration Fluidmechanik groe Deformationen kann auch in der
Formoptimierung der Bezug ausschlielich auf den aktuellen K

orper und dessen Kon
guration erfolgen
Der Vorteil der Darstellung nach Gleichung 	 besteht in der nat

urlichen Umsetzung
in ein numerisches Konzept mit Hilfe der CAGDBeschreibung der Geometrie das in
Kapitel  vorgestellt wird












Im obigen Abschnitt ist die Abh

angigkeit der Referenz und Momentankonguration






















ur die Berechnung der Sensitivit

at einer exemplarischen kontinuumsme
chanischen Gr








vorausgesetzt Damit ist f

ur diese Problemfunktion zB die Zielfunktion f oder eine
Nebenbedingung g
j
 neben der direkten Abh

angigkeit auch die implizite Abh

angig
keit von der Designvariablen

uber das Verschiebungsfeld u im Gleichgewichtszustand
gegeben
Diese hier aufgezeigte Abh






osungszustand Dies ist f

ur den Rahmen der hyperelastischenMaterialien
ausreichend F

ur weitergehende Betrachtungen zB geschichtsabh

angiger Materialien
in Form der Elastoplastizit

at ist die funktionale Abh

angigkeit der Problemfunktion 
auf die Geschichte der Deformation zu erweitern










atsanalyse sind die partiellen Ableitungen kontinuumsmechanischer
Gr

oen nach der Designvariablen s bereitzustellen siehe auch Abschnitt 	 F

ur die
in der grundlegenden Beziehung 	 f















der Zeit t und der Designvariablen s gelten die folgenden Zusammenh

ange
 Sowohl die physikalische Gr

oe Zeit t als auch die physikalische Gr

oe Designva
riable s sind skalare Parameter die voneinander unabh

angig sind Die Abbildung
	 sowie jede hierauf aufbauende Aussage besitzt bzgl t und s die gleiche
mathematische Struktur
	 Die Gleichungen die sich auf die zeitliche Ver

anderung der Konguration ei
nes K

orpers beziehen Zeitableitungen k

onnen unmittelbar aufgrund der iden






	 Die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Strukturoptimierung 
 Zur Vereinfachung der Schreibarbeit wird f

ur die partielle Ableitung einer konti
nuumsmechanischen Gr










 Als Beispiel f

ur die materielle Zeitableitung sei die Ableitung des CauchySpan
nungstensors nach 	 dh
'
T  c  d& l T&T l
T


















andige Ableitung des CauchySpannungstensors nach


































Hierbei wird die totale Ableitung des materiellen Deformationsgradienten F nach











berechnet Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung  kann die par
tielle Ableitung des CauchySpannungstensors nach der Designvariablen s unter
Benutzung der partiellen Ableitung des materiellen Deformationsgradienten nach


































 Kapitel 	 Sensitivit

atsanalyse
 Die variationelle Sensitivit

atanalyse
Bei der variationellen Sensitivit

atsanalyse wird die vollst

andige Ableitung der kon
tinuumsmechanischen kontinuierlichen Problemfunktionen nach den Designvariablen
hergeleitet Durch die sich hieran anschlieende zum N

aherungsverfahren konsisten
te Diskretisierung in Raum und Zeit ergeben sich die der numerischen Berechnung
zug





 Grundlagen der variationellen Sensitivit

atsanalyse
In der Strukturanalyse wird f

ur ein gegebenes Problem die unbekannte Deformation
bzw das unbekannte Verschiebungsfeld u ermittelt Im Rahmen der Formoptimierung





oen um die Abh

angigkeit von der Designvariablen s zu erweitern F

ur
eine exemplarische kontinuierliche kontinuumsmechanischeGr

oe  die skalar vektor







vorausgesetzt Analog gilt damit f

ur die Gleichgewichtsaussage der schwachen Form






































ur die Formulierung in den Gr



































ur die Formulierung in den Gr







ur die variationelle Sensitivit

atsanalyse ist die totale Ableitung der kontinuierlichen
Problemfunktion  dh der Zielfunktion f oder einer Nebenbedingung g
j
 bereitzu












Im Rahmen der Formoptimierung strukturmechanischer Probleme mu f

ur jede Wahl




andlich in einemGleichgewichtszustand sein
dh die Aussage der schwachen Form des Gleichgewichts mu f

ur jede Wahl der Desi
gnvariablen erf

ullt werden Diese wesentliche Nebenbedingung f

uhrt mit der Formulie

























ur die Darstellung in den Gr

















ergibt Hieraus kann die totale Ableitung des Verschiebungszustandes nach der De
signvariablen ermittelt und somit Gleichung 	 ausgewertet werden Die explizite
Au

osung der Beziehungen und ihre numerisch eziente Berechnung kann erst nach
Durchf

uhrung der Diskretisierung in Raum und Zeit erfolgen siehe hierzu auch Ab
schnitt 	
Nach der Elimination der Ableitung des Verschiebungsfeldes nach der Designvariablen
in Gleichung 	 durch Ausnutzung der stets zu erf

ullenden Gleichgewichtsbedin
gung dh durch Gleichung 	 sind f



















Die partielle Ableitung der kontinuumsmechanischen Gr

oen  sowie der schwachen
Form des Gleichgewichts G   bzw g   nach dem unbekannten Verschiebungs
zustand u bei unver

anderter Designvariablen ist in der Strukturanalyse bereits f

ur
die Ermittlung sogenannter konsistenter Formulierungen Materialtensoren und Algo
rithmen und im diskreten Fall f

ur die sogenannten konsistenten Steigkeitsmatrizen
durchgef

uhrt worden Im weiteren werden deshalb diese Anteile an der Sensitivit

at
sowohl in der kontinuierlichen als auch der diskreten Form als bekannt vorausgesetzt





atsanalyse noch die partielle Ableitung der kontinuumsme
chanischen Gr

oe  zB des materiellen Deformationsgradienten in Abschnitt 		
der Spannungen in Abschnitt 	 sowie der schwachen Form des Gleichgewichts in
Abschnitt 	 nach der Designvariablen s bereitzustellen Im Rahmen dieser Arbeit
seien die

aueren Lasten dabei unabh

angig von der Designvariablen s

 Die partielle Ableitung des materiellen Deformations
gradienten nach der Designvariablen




ur die Denition weiterer
geometrischer Gr

oen so da an dieser Stelle beispielhaft die kontinuierliche partielle
Ableitung von F nach der Designvariablen angegeben werden soll Dazu eignet sich
besonders die Darstellung in konvektiven Koordinaten nach 	
































 Kapitel 	 Sensitivit

atsanalyse







angige Variablen dh aus der partiellen Ableitung der























Hiermit und analog aus der partiellen Ableitung des materiellen Deformationsgradi
enten F in der Form F   & Gradu nach der Designvariablen s folgt mit der Un
abh



































Bei der Verwendung konvektiver Koordinaten f

uhrt dies auf die Berechnung der par












 s nach der
Designvariablen s Die kovarianten BasisvektorenG
j
sind durch die kontinuumsmecha

























































































































die Ableitung der kontravarianten Metrik


















Formeln die partielle Ableitung der kontravarianten Basisvektoren der Referenzkon



















Damit kann die kontinuierliche partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradi
enten F nach der Designvariablen s aus den obigen Teilergebnissen berechnet werden
Zentral ist dabei die Berechnung der partiellen Ableitung des kovarianten Basisvektors
G
i
nach der Designvariablen s gem

a Gleichung 	
Die Ergebnisse bei der Berechnung der partiellen Ableitung des materiellen Deforma
tionsgradienten F nach der Designvariablen s sind in der nachfolgenden Tafel zusam
mengefat




Partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradienten F nach
der Designvariablen s
Die partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradienten F nach der De




































ur die Verwendung kartesischer bzw konvektiver Koordinaten ergeben sich un
terschiedliche Darstellungen
 Berechnung in konvektiven Koordinaten
Zus

atzlich zur bereits f

ur die Strukturanalyse zu berechnenden Ableitung
des Verschiebungsfeldes u nach der konvektiven Koordinate 
i
 ist die ana
lytische Bestimmung der gemischten zweiten Ableitung der Koordinaten der
Referenzkonguration nach der konvektiven Koordinate 
j
und der De
































	 Berechnung in kartesischen Koordinaten
F

ur die Verwendung kartesischer Koordinatensysteme zB im Rahmen der









auszuwerten Zur Berechnung der Ableitung nach der Designvariablen ist
der Zusammenhang der kartesischen Koordinaten von der Designvariablen
unter Benutzung einer Parametrisierung der Geometrie erforderlich Wer







handelt es sich um die oben diskutierte Formulierung
Die Verwendung einer weiteren lokalen Parametrisierung der Geometrie wird in Ab
schnitt 	 und  im Rahmen der Diskretisierung der kontinuierlichen partiellen
Ableitung des materiellen Deformationsgradienten untersucht



























sowie in analoger Form die partielle Ableitung f

ur den LinksCauchyGreenTensor b




 Die partielle Ableitung der Spannungen nach der
Designvariablen
Die Spannungstensoren des in dieser Arbeit betrachteten isotropen hyperelastischen
Materials sind Funktionen der Verzerrungstensoren C 
!



































































Aus dieser allgemeinen Darstellung ergeben sich zwei wichtige Sonderf

alle
 Berechnung der Materialparameter aus Versuchsergebnissen
F








s        !z
p




s        !z
p
s  	



























	 Formoptimierung bei bekanntem Materialverhalten
In diesem Fall sind die Spannungstensoren ausschlielich implizit

uber die Ver
zerrungstensoren von der Designvariablen abh
































ur den wichtigen zweiten Sonderfall werden im weiteren die partiellen Ableitungen
mit Hilfe der bereits aus der Strukturanalyse bekannten Materialtensoren berechnet
Die partiellen Ableitungen der Verzerrungstensoren nach der Designvariablen sind im
vorhergehenden Abschnitt behandelt worden
F

























kann mit dem Argument der vergleichbaren mathematischer
Struktur durch Analogieschlu aus der entsprechenden Beziehung der Zeitableitung
ermittelt werden Dieser Weg ist beispielhaft in Abschnitt  bei der Herleitung der
Gleichung  aufgezeigt worden
An dieser Stelle soll eine direkte Herleitung einer Darstellung der partiellen Ableitung
des CauchySpannungstensors unter Benutzung des Materialtensors c nach 	 an
gegeben werden Ein Vergleich der Gleichungen  und  zeigt da bei der
Berechnung der partiellen Ableitung von T nach s

uber Gleichung  diese direkt
ausgewertet werden mu und der Materialtensor c nicht eingesetzt werden kann
Mit dem KirchhoSpannungstensor  nach 	 dh   J T  FSF
T
 ergibt sich









































































hier und imweiteren benutzt werden Die partielle Ableitung des KirchhoSpannungstensors
 wird

uber die Transformationsbeziehung   FSF
T
































Der Materialtensor der Momentankonguration c nach 	 und der MaterialtensorC
der Referenzkonguration nach  sind durch den Zusammenhang





























gilt mit der obigen Beziehung

s












 Kapitel 	 Sensitivit

atsanalyse
Zusammenfassend ergibt sich damit die partielle Ableitung des CauchySpannungstensors
T der Momentankonguration B
s
t
nach der Designvariablen s in der Form

T










Damit ist gezeigt da zumindest f

ur isotrope hyperelastische Materialien die Berech
nung der partiellen Ableitung der Spannungen nach der Designvariablen wesentlich auf







	 Die partielle Ableitung der schwachen Form des Gleich
gewichts nach der Designvariablen
Die schwache Form des Gleichgewichts ist eine integrale Formulierung der Gleichge










von der Designvariablen s abh

angen Aus diesem Grund ist f

ur die Berechnung der
partiellen Ableitung der schwachen Form des Gleichgewichts nach der Designvariablen
eine R





Hierzu eignet sich die Parametrisierung des materiellen K








 wie sie in Abschnitt  angegeben wurde Hierbei sind
































































auf die konvektiven Koordinaten vorgenommen wer
















































































































Damit kann die partielle Ableitung nach der Designvariablen durch Anwendung der
Kettenregel berechnet werden und wieder zur





formiert werden Auf eine Ausformulierung dieser Berechnung wird verzichtet da sich
die auftretenden Ableitungen stets auf die bereits dargestellten Beziehungen der Ab













ur die numerische Umsetzung der Sensitivit

atsaussagen ist die Diskretisierung in




aherungsverfahrens hier der Finite
ElementeMethode vorzunehmen Hierbei sei an dieser Stelle ausschlielich das isopa
rametrische Konzept betrachtet bei dem die Geometrie und der Verschiebungszustand
im Element in gleicher Form

uber die Knotenwerte approximiert werden siehe Kapi







angigkeit durch die Designvariabele s durch zwei Gesichtspunkte kennzeichnet
 Die Knoten des FiniteElementeNetzes liegen auf der exakten Geometrie und
f

ur die Knotenkoordinaten ergibt sich als funktionale Abh

angigkeit die Darstel







des FiniteElementeNetzes festgehalten werden wird hier nur die funktionale
Abh































uhrten lokalen Koordinaten der isoparametrischen Formulierung und damit
unabh























































































ur den Verschiebungszustand im Element gilt f


























































































des kten Knotens dar
Der materielle Deformationsgradient spielt sowohl f

ur die Strukturanalyse hyperela




atsanalyse eine wesentliche Rolle Als
exemplarisches Beispiel wurde in Abschnitt 	 die Darstellung der partiellen Ablei
tung der Spannungstensoren nach der Designvariablen Gleichungen  und 





mit ist die Diskretisierung der partiellen Ableitung des materiellen Deformationsgra




Ubergang von den kontinuierlichen
Beziehungen zur algebraischen Formulierung nach Abschnitt 
F






































uhrt bei der Verwendung kartesischer bzw konvektiver Koordinatensysteme auf
































ur die Darstellung in kartesischen Koordinaten sei auf die Abschnitte  und







ur die kartesischen Koordinaten und den Verschiebungszustand diskretisiert wird
F

ur die Darstellung in konvektiven Koordinaten gilt dann mit der Darstellung 
der kartesischen Koordinaten als Funktion der lokalen Koordinaten und der Designva



































































































	 Die diskrete Sensitivit

atsanalyse 
 Die diskrete Sensitivit

atsanalyse
Der Ausgangspunkt der diskreten Sensitivit

atsanalyse ist wie bereits oben erl

autert
das durch den Diskretisierungsproze in Raum und Zeit aus dem kontinuierlichen struk
turmechanischen Problem hergeleitete diskrete N

aherungsproblem In der diskreten
Sensitivit

atsanalyse sind die Ableitungen der algebraischen Gleichungen des diskre
ten N

aherungsproblems zumeist auf der Basis der programmierten Beziehungen der
Strukturanalyse zu ermitteln






atzlich sollen keine Unterschiede zwischen der funktionalen Abh

angigkeit der
diskret formulierten Zielfunktion f
h
und den Nebenbedingungen g
h
j
j   	       m




aherungsproblems gemacht werden Damit reicht es
aus exemplarisch die diskrete Problemfunktion 
h





oen innerhalb der Strukturoptimierung werden als Designvariablen s
i
i 
 	        n bezeichnet und zur ndimensionalen Spaltenmatrix der Designvariablen s
zusammengefat Zur Vereinfachung der Notation wird eine beliebige Designvariable
ausgew

ahlt und ohne Index dh als s  IR geschrieben Die Designvariablen werden f

ur
die Formoptimierung insbesondere aus den Gr

oen des Geometriemodells ausgew

ahlt





angigkeit der diskreten Problemfunktion 
h
von den Designvaria
blen besteht zum einen aus der expliziten Abh

angigkeit von den Designvariablen und
zum anderen aus der schwieriger handhabbaren Abh

angigkeit des diskreten Gleichge











s beschrieben so ergibt sich in Anleh





























s   
f

ur die Formulierung in den Gr










s   
f

ur die Formulierung in den Gr

oen der Momentankonguration Aus diesen Bezie
hungen k

onnen formal die diskreten Sensitivit

atsaussagen analog zur kontinuierlichen
Formulierung in Abschnitt 	 aufgestellt werden
F

ur die numerische Berechnung sind die obigen Beziehungen erst durch Auswertung
der Beziehungen der FiniteElementeMethode zug

anglich Im Rahmen dieser Arbeit





ankend vorausgesetzt da sich der Gleichgewichtszustand durch die An
gabe des globalen Knotenverschiebungsvektors V des FENetzes beschreiben l

at dh
da es sich um eine Verschiebungsmethode bzw um eine verallgemeinerte Verschie

















































die ite Verschiebungskomponente des kten Knotens und nkel die
Anzahl der Knoten am Element In den obigen Beziehungen tritt anstelle der Abh

angig



























ankung auf die ausschlieliche Abh

angigkeit der diskreten
Problemfunktion vom Knotenverschiebungsvektor des betrachteten Gleichgewichtszu







angiger Prozesse ist eine Modikation dieser Ab
h

angigkeit auf die Ber





Analog werden die diskreten Formulierungen der schwachen Form des Gleichgewichtes
behandelt wobei zus

atzlich durch Elimination des Vektors der virtuellen Knotenver
schiebungen siehe Kapitel  aus den skalaren Gleichungen G
h
  bzw g
h
  vek
torwertige Beziehungen entstehen dh es gelte f

ur die diskrete Gleichgewichtaussage
in den Gr






Vs    
Analog gilt f

ur die Beschreibung in den Gr

oen der Momentankonguration die Aussage
g  !gs
!
Vs    
Aus der funktionalen Abh




















angegeben werden Nach der Wahl der diskreten Problemfunktion 
h
sind deren parti
elle Ableitungen nach der Designvariablen s und den Knotenverschiebungen V
k
leicht
zu ermittteln Die Schwierigkeit besteht in der Berechnung der totalen Ableitung des
Verschiebungszustandes nach den Designvariablen
Hierzu ist festzustellen da bei der Optimierung stets die Gleichgewichtsbedingung
zB die schwache Form des Gleichgewichts nach 	 erf

ullt sein mu F

ur die Finite
ElementeMethode in Form der Verschiebungsmethode bzw einer modizierten Ver
schiebungsmethode ergibt sich aus dieser Forderung f

ur die Beschreibung in den Gr

oen
	 Die diskrete Sensitivit

atsanalyse 















osen dieser Gleichung erh

alt man die gesuchte totale Ableitung des










































der totalen Ableitung der diskreten Problemfunktion nach den Designvariablen ergibt







Notwendigkeit zu den aktuellen Werten der Designvariablen den zugeh

origen Gleich
gewichtszustand zu ermitteln Dar

uberhinaus werden die Informationen der Struktur
analyse f





otigt In der Strukturanalyse
die f

ur eine feste Wahl der Designvariablen durchgef

uhrt wird mu f

ur das Newton
Verfahren die exakte Linearisierung der notwendigen Gleichgewichtsbedingungen zB
die Formulierung der schwachen Form des Gleichgewichts nach 	 durchgef

uhrt
werden Dies ergibt die sogenannte












osungspunkt ermittelt und bereits faktorisiert

























Uber diesen wichtigen Aspekt hinaus k

onnen die in der Strukturanalyse zur Berech
nung der tangentialen Steigkeitsmatrix ermittelten konsistenten Ableitungen wichti
ger Gr

oen zB der Materialtensor f

ur die Berechnung der partiellen Ableitungen der
Problemfunktion nach den Designvariablen benutzt werden




 Der Aufbau der diskreten Sensitivit

atsberechnung
Zur Berechnung der Sensitivit

at der diskreten Problemfunktion 
h
mu die totale Ab
leitung nach den Designvariablen bestimmtwerden Hierzu sind gem

a Gleichung 
die partiellen Ableitungen der Problemfunktion 
h
und der schwachen Form des Gleich
gewichts G nach den Designvariablen s und den Verschiebungen V bereitzustellen Die
Berechnung der partiellen Ableitungen ist dabei von der Programmstruktur so allge
meing

ultig zu halten da eine Ver

anderung der Designvariablen bzw der Art und
Anzahl der Verschiebungen nicht zur






auterung des Vorgehens sei exemplarisch eine Problemfunktion 
h
 beispiels




















        
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ij












angigen Variablen erreicht werden F












        
ijyz








ur z   	       n
ijy
 dh die m

oglichen Designvariablen
und die Verschiebungskomponenten unabh

angig voneinander sind und selbst nicht
mehr von weiteren Variablen abh

angen sollen Die Abh

angigkeit der Verschiebungen





tung der schwachen Form des Gleichgewichts ber

ucksichtigt so da f

ur die Berechnung
der partiellen Ableitungen die Designvariablen und Verschiebungen unabh

angig von
einander sind Damit ist die diskrete Problemfunktion 
h








ur eine exible Behandlung einer groen Breite m

oglicher Designvariablen ist die Tiefe





die Problemfunktion die Abh






unterschiedliche Variablen mit unterschiedlicher Schachtelungstiefe gegeben sein
F

ur eine spezielle Wahl der Designvariablen s










ahrend alle anderen f

ur diese




ur die Ableitung der Variablen 
ijyz
nach


















ur die partielle Ableitung der Problemfunktion 
h

































































































Analog zur obigen Struktur ist die Abh

angigkeit der schwachen Form des Gleichge
wichts von den Designvariablen gegeben so da die Gleichung 	 auch f

ur die
Komponenten des Vektors G gilt Die partiellen Ableitungen der Komponenten des
Vektors G nach den Designvariablen werden zu einem Vektor zusammengefat
Wird dagegen die partielle Ableitung der Problemfunktion 
h
bzw einer Komponente
der schwachen Form nach den Verschiebungskomponenten V

abgeleitet so gilt bei
spielhaft f

































































werden zu einem Vektor zusammengefat
Die Sensitivit

atsanalyse von allgemeinen Problemfunktionen mit den oben beschriebe
nen komplexen Abh

angigkeiten kann nur bei einem modularen Aufbau der Berechnung
erfolgen Hierbei wird aus der Kette der Abh

angigkeiten ein Segment herausgel

ost und
isoliert betrachtet Zur Erl






betrachtet die wie in Gleichung 































uhrt somit dazu da f

ur die Berechnung der partiellen Ableitung
der Funktion 
i















nach der Designvariablen s







reitgestellt werden Damit ist auf der Ebene des parallel zur Berechnung vorhandenen
Unterprogramms der Sensitivit















ur die weitere Untersuchung wird die Abh











































 Die diskrete Sensitivit

at der Spannungen











































modiziert werden wobei jetzt die Summation nur noch

uber  und 	 l

auft
Im weiteren wird die Sensitivit

at des kompressiblenMaterials dh die Bestimmung der
partiellen Ableitung der Spannungen nach den Designvariablen n

aher untersucht Die
Berechnung der partiellen Ableitung der Spannungen nach den Verschiebungen ist aus







aquivalent zur dargestellten Behandlung kompressibler










gen Dierentiale der zu untersuchenden Gr

























Damit ist das vollst






der partiellen Ableitung der Form

anderungsenergie nach den Invarianten
dA
km











uhren Diese sind im weiteren zu vereinfachen
	 Das vollst

andige Dierential der partiellen Ableitung der
Form

anderungsenergie nach den Invarianten
Die Form

anderungsenergie W ist nach den Untersuchungen im Kapitel 	 als Funk
tion der Invarianten I II III des Rechts bzw LinksCauchyGreenTensors C bzw b
aufzufassen Daneben sind bei der Sensitivit








oen anzusehen dh es wird









        z
p
 I II III 




        z
p
und die Invarianten I II III von
einander unabh

angig Bei Betrachtung der Form

anderungsenergiefunktionW  zB des




        p
n
um Materialparame
ter die im folgenden stets unter diesem Namen angesprochen werden sollen




Damit kann das vollst































angegeben werden wobei die zweite partielle Ableitung der Form

anderungsenergie nach











angig sind ist die gemischte Ableitung ohne wei
















ur k   	  erforderlich
	 Das vollst












 dh in der Form der Gleichung 	 angegeben Damit er
















so da das vollst

andige Dierential der Invarianten zu berechnen ist
	 Das vollst


























aus der Berechnung des Materialtensors bereits
bekannt sind Damit wird die Bereitstellung des vollst





andige Dierential der Invarianten
Die Invarianten sind gem






andige Dierential der Invarianten erh













$  dC  
Aus dieser und den obigen Beziehungen wird deutlich da f

ur die Berechnung des
vollst

andigen Dierentials der Spannungen nur die weitere Kenntnis des vollst

andigen
Dierentials der sonstigen Variablen in der Form






ur i   	        p und des vollst

andigen Dierentials des RechtsCauchy
GreenTensors dh dC erforderlich ist






andige Dierential der Materialparameter
Das vollst

andige Dierential eines Materialparameters z
j
mit j  f 	         pg ist in







die aktuelle Designvariable ist
 sonst

gegeben Sollen weitergehende Zusammenh

ange betrachtet werden so ist die Kette der
Beziehungen nat







andige Dierential des RechtsCauchyGreenTensors C
Das vollst

andige Dierential des RechtsCauchyGreenTensors kann mit Gleichung
	
 aus dem vollst

andigen Dierential des Verschiebungsgradienten H  Gradu in
der folgenden Form berechnet werden

















andige Dierential des Verschiebungsgradienten H
In der Kette der Abh

angigkeiten ist mit dem Verschiebungsgradienten der Punkt er




atsanalyse das Vorgehen der FiniteElementeMethode
zu ber

ucksichtigen ist Dies bedeutet da die bisher bereitgestellten Beziehungen so
wohl f






ultig sind Der Verschiebungsgradient ist durch















uglich einer kartesischen Basis gegeben
F






angigkeit von der Designvariablen f
































gemacht wobei die obige Beziehung f

ur die Darstellung der Verschiebung in einem






s die ite Kompo

















orige Formfunktion in Abh
















des isoparametrischen Konzepts sie
he den n




























geschrieben werden kann Damit ergibt sich f

ur die Koezienten des diskreten Ver




























woraus sich das vollst

andige Dierential der Matrix H der Ableitung der diskreten







































ergibt Damit ist die Sensitivit

at der Spannungen auf die Sensitivit

at der Knoten
verschiebungen des FENetzes und die Sensitivit











andige Dierential der kartesischen Ableitungen der
Ansatzfunktionen
Die zentrale Grundlage f

ur die Bestimmung des vollst

andigen Dierentials der kartesi
schen Ableitungen der Ansatzfunktionen ist in dieser Arbeit die isoparametrische Be
schreibung der niten Elemente die aus der Literatur der FinitenElementeMethode
hinreichend bekannt ist siehe zB Bathe #
$ Hughes #	$ Zienkiewicz Taylor #$
und die Darstellung in Kapitel 


























 siehe auch Gleichung  durchgef

uhrt dh mit der






























































ublicherweise als Funktionen der lokalen Variablen gege
ben Die ben

otigten partiellen Ableitungen der Formfunktionen nach den kartesischen











































ur das totale Dierential der kartesischen Ableitungen der Ansatzfunk









































da die Ansatzfunktionen nur von den lokalen Koordinaten abh

angen und somit bei
einer Ver

anderung der vorgesehenen Designvariablen nicht modiziert werden Damit










bereitzustellen Mit den Beziehungen
J J
 































































































 Die Berechnung der partiellen Ableitungen der Spannungen
Die Berechnung des vollst

andigen Dierentials der Spannungen ist wie oben gezeigt











uhren Bei einemmodularen Aufbau der Program







atsanalyse sind die partiellen Ableitungen der Problemfunktionen
nach den Knotenverschiebungen und nach den Designvariablen bereitzustellen siehe




Ein Gesamtkonzept der Optimalen
Formgebung
Die Problemstellung Optimale Formgebung wird in ihrer algorithmischen Umsetzung
im wesentlichen von den in Tafel  zusammengefaten Schwerpunkten gepr

agt
Tafel  Die Bausteine der Prozekette Optimale Formgebung
Mathematische Optimierung MO Formulierung des ingenieurm

aigen
Problems als ein Minimalproblem der mathematischen Optimierung und
Auswahl eines geeigneten Algorithmus
Computer Aided Geometric Design CAGD Beschreibung der Geome










atsanalyse SA Ermittlung der Werte der Zielfunktion und Neben
bedingungen sowie deren Gradienten nach den Designvariablen
Die Formulierung eines Gesamtkonzeptes zur Optimalen Formgebung mu die jeweils
vorhandenen M

oglichkeiten insbesondere der softwaretechnischen Realisation ber

uck
sichtigen Eine Diskussion dieser Problematik und die Darlegung der eigenen Zielset
zung sowie des hieraus entstehenden Konzeptes erfolgt in Abschnitt 	 Im folgenden
Abschnitt soll zun

achst die Formulierung des Problems der Optimalen Formgebung als
ein Minimalproblem der mathematischen Optimierung erfolgen

  Mathematische Formulierung und Algorithmus
Die Aufgabenstellung der Optimalen Formgebung ein Bauteil bez

uglich denierter Zie
le und einzuhaltender Nebenbedingungen bei Ver

anderung signikanter die Struktur
beschreibende Systemvariablen zu optimieren f

uhrt zur Formulierung der Ingenieur













Bei der Auswahl eines geeigneten Algorithmus ist die grundlegende Unterscheidung in
stochastische und deterministische Verfahren vorzunehmen Die stochastischen Verfah
ren zB genetische Algorithmen in Form der Evolutionsstrategie eignen sich besonders
bei geringen Kosten der Funktionsauswertungen siehe zB Rechenberg #$ Eine um
fassende Darstellung dieser Klasse der Optimierungsverfahren und ein Vergleich zu den
deterministischen Verfahren ist zB in Schwefel #$ vorgenommen worden
In dieser Arbeit werden ausschlielich Gradientenverfahren oder gradienten

ahnliche
Verfahren innerhalb der Klasse der deterministischen Verfahren betrachtet deren theo
retische Grundlagen und algorithmische Umsetzung zB in Luenberger #$ und Gill
Murray Wright #$ behandelt werden Dabei werden ausschlielich hinreichend oft
stetig dierenzierbare reellwertige Zielfunktionen und Nebenbedingungen betrachtet
F

ur Problemformulierungen mit nichtdierenzierbaren Zielfunktionen und Nebenbe
dingungen sei zB auf die Arbeiten von Zowe zB #$ und die dort entwickelten






uber den Einsatz der Gradientenverfahren im Rahmen der Struktur
optimierung geben zB Arora #	$ Atrek et al #$ Auf die im Rahmen dieser Arbeit












quasikontinuierlichen Problemen die im weiteren vorgestellten Verfahren benutzt wer
den und der ermittelten kontinuierlichen L






osung zuzuordnen Diese Problematik tritt zB bei der Gewichtsminimierung
von Stabtragwerken bei Verwendung von Prolen aus den Proltabellen auf siehe hier
zu zB Becker #$ Eschenauer Sch

afer #$ Dagegen ist zB die Ermittlung der hin
sichtlich der globalen Stabilit

at optimalen Anzahl von L

angssteifen einer ausgesteiften
Kreiszylinderschale ein diskretes Optimierungsproblem Eine Anwendung der Algorith
men der diskreten Optimierung auf Problemstellungen der Optimalen Formgebung ist
bisher nur in Ausnahmen zB Grierson #$ vorgenommen worden
Bei der Gestaltung von Ingenieurbauteilen sollen zumeist mehrere Ziele m

oglichst







oglich  so sicher wie n

otig passend umschrieben F

ur die numerische Umsetzung
bedeutet dies da mehrere Zielfunktionen zur Beurteilung der G

ute einer Konstrukti
on herangezogen werden und man spricht in diesem Fall von

Mehrzieloptimierung
Auf diese Problematik wird in der vorliegenden Arbeit nicht eingegangen siehe hierzu
zB Stadler #
$ #
$ Osyczka #$ und Eschenauer et al #$
Ein wesentliches Interesse praktischer Ingenieurarbeit liegt in der Beurteilung qualita
tiver Ver

anderungen der Strukturen und Bauteile wie zB das Hinzuf

ugen von Bau
elementen Die theoretische Formulierung und die algorithmische Umsetzung dieser
sogenannten Topologieoptimierung sind z Zt Gegenstand intensiver Forschung siehe
zB Bremicker #		$
 Mathematische Formulierung und Algorithmus 

 Das mathematische Optimierungsproblem
Das im weiteren betrachtete Minimalproblem hinreichend oft stetig dierenzierbarer
reellwertiger Zielfunktionen bzw Nebenbedingungen wird in Tafel 	 zusammengefat
Tafel 	 Das mathematische Optimierungsproblem
Gesucht wird ein lokales Minimumder skalarwertigen Zielfunktion ZF f f

ur den




















ur i          n Schranken USOS
g
j
s   f






s   f

ur j  m
e
&        m Gleichheitsnb GNB
Die Zielfunktion fs wird somit in der Menge




s   f





s   f

ur j  m
e
&        mg
minimiert
 Die KuhnTuckerBedingungen
Falls ein Vektor s







  g die Indi




















arer Punkt  Stellt nun s

 M
ein lokales Minimum von f in M und auerdem einen regul

aren Punkt dar so gibt
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 f
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 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung
	 Anmerkungen zur Wahl der Optimierungsalgorithmen
Im Rahmen der algorithmischen Umsetzung der Optimalen Formgebung sind in das
FiniteElementeForschungsprogrammpaket INAOPT des Instituts die Sequentielle
Quadratische Programmierung SQP durch die Unterst

utzung von Schittkowski Be
reitstellung der FortranQuelle seiner Programmentwicklung siehe #	$ und auch Bi
scho #$ Barthold #$ Becker #$ und die Methode der mitbewegten Asymptoten
MMA siehe Mahnken #$ implementiert worden
Es ist stets zu beachten da sich durch die spezielle Problemstellung der Optimalen
Formgebung dh durch die Anzahl der Designvariablen der Gleichungs und Unglei
chungsnebenbedingungen sowie deren mathematischen Struktur linear quadratisch
konvex allgemein nichtlinear separabel etc ein mathematisches Optimierungspro
blem ergibt das mit einem ausgew

ahlten Algorithmus der nicht auf diese spezielle
Situation ausgerichtet ist nicht optimal behandelt wird siehe hierzu zB die Problem
klassikation in Gill Murray Wright #$
Der Einsatz dieser Algorithmen f

ur die Problemstellungen der Optimalen Formgebung
ist in den letzten Jahren vielf

altig untersucht und die Ergebnisse sind ver

oentlicht
worden so da an dieser Stelle nur einige wenige Literaturstellen angegeben werden
Auswahl der Literatur zur Sequentiellen Quadratischen Optimierung SQP
 Theorie Han #$ Powell #$ Schittkowski #	$ #$
 Anwendung Optimale Formgebung Bletzinger #
$ Kimmich #$ Becker #$
Belegundu Arora #$ Thanedar Arora Tseng et al #$
 Weitere Anwendungsgebiete
 Kontaktprobleme Bischo #$ Barthold #$
 Einspielen plastischer Materialien Zhang #$ Mahnken #$
Auswahl der Literatur zur Methode der mitbewegten Asymptoten MMA
 Theorie Fleury #$ #	$ Svanberg #
$ #

$ Mahnken #$ Bletzinger #	$
 Anwendung Optimale FormgebungBletzinger #
$Kimmich #$ Fleury Sander
#$ Fleury #$
 Weitere Anwendungsgebiete
 Einspielen plastischer Materialien Zhang #$ Mahnken #$




ur die Einordnung der Algorithmen der mathematischen Optimierung in den Gesamt
proze der Optimalen Formgebung sind einige Bemerkungen hilfreich
 Das mathematische Optimierungsproblem ist der Kern der numerischen Behand
lung der Optimalen Formgebung Damit ist die zur mathematischenFormulierung
f

uhrende Modellbildung wesentlich f

ur den Erfolg der Berechnung Insbesondere




oe des Optimierungsproblems dh der
Anzahl der Designvariablen und der Nebenbedingungen vorteilhaft aus
	 Der ausgew

ahlte Algorithmus stellt den

Motor der gesamten numerischen Be
handlung dar Je besser der Algorithmus die im Optimierungsproblem vorhande
ne mathematische Struktur ausnutzt desto schneller dh in weniger Iterations
schritten wird das Optimum erreicht
 F

ur ein vorliegendes mathematisches Optimierungsproblem sind nach der Aus
wahl eines geeigneten Optimierungsalgorithmus zun

achst die den Verlauf der Ite
ration beeinussenden Steuergr

oen dh Abbruchgenauigkeiten Information zur




ur den Einsatz im Rahmen des Gesamtprozesses der Optimalen Formgebung ist
jedoch die Einordnung des Algorithmus in die Gesamtprozekette von Bedeutung
 Eingang in den Algorithmus der mathematischen Optimierung
Werte Gradienten und Hessematrizen der Zielfunktion und Nebenbedingun
gen f

ur den aktuellen Vektor der Designvariablen
 Ausgang aus dem Algorithmus der mathematischen Optimierung
Vektor der verbesserten Designvariablen im Sinne eines Abstiegs der zu der




 Die Berechnung der zweiten Ableitungen der Zielfunktion und der Nebenbedin





ublicherweise in der Sensitivit

atsanalyse nicht geleistet wird
Vielmehr wird in den Algorithmen der mathematischen Optimierung zB dem
SQPVerfahren eine positiv denite Approximation der Lagrangefunktion ermit
telt Aus diesem Grund versteht sich die Sensitivit

atsanalyse als die Bestimmung
der Werte und der Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedingungen
Die Bedeutung des Algorithmus der Mathematischen Optimierung f

ur die erfolgreiche
Behandlung des Strukturoptimierungsproblems sowie der zugeh

orige separate modula
re Baustein in der softwaretechnischen Realisation ist in der Abbildung  schematisch
dargestellt

 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung





Die bei der Problemstellung Optimale Formgebung zu ber

ucksichtigenden Bausteine
siehe Tafel  sind in geeigneter Weise zu verbinden Aufgrund der Komplexit

at
bereits der einzelnen Algorithmen die sich noch durch die notwendige Interaktion
erh

oht wird im weiteren von der Prozekette Optimale Formgebung gesprochen Das
Zusammenwirken der Module ist zB von Eschenauer #$ in demDreiS

aulenKonzept
der Optimalen Formgebung dargelegt worden
F

ur die Strukturierung der softwaretechnischen Arbeiten und der Entwicklung eige
ner Programmkonzepte ist zun

achst die Analyse der Problemstellung und hieraus die
Denition modularer Bausteine zentraler Aufgaben im Algorithmus sowie die Verdeut
lichung der notwendigen Daten

usse zwischen den Bauteilen erforderlich
Mit den Bemerkungen des letzten Abschnittes ist die Bedeutung der richtigen Wahl ei
nes leistungsf

ahigen mathematischen Optimierungsalgorithmus f

ur den Optimierungs
verlauf deutlich geworden Im Rahmen der softwaretechnischen Konzeption bildet der
Optimierungsalgorithmus ein separates Modul das

uber eine durch die mathematische





unterschiedliche Algorithmen ohne Ber

ucksichtigung der anderen Module eingesetzt
werden siehe hierzu auch Mahnken #$
In Abbildung  sind die Bausteine und der Datenu innerhalb der Prozekette Opti
male Formgebung dargestellt Die Bedeutung der Algorithmen der mathematischenOp
timierung und ihre separate von den weiteren Modulen unabh

angige Stellung ist dabei
besonders hervorgehoben so da im weiteren nur noch die Interaktion zwischen Geo
metriemodell FiniteElementeBerechnung und Sensitivit

atsanalyse behandelt wird
In dem Schema sind die Hauptbausteine und der prim

are Datenu in Form der ein
gezeichneten Pfeile eingetragen Dabei ist zum einen horizontal das Nebeneinander
des Geometrie Technologie und FEModells in der Beschreibung des Optimierungs
problems bedeutsam zum anderen wird in vertikaler Richtung die Abfolge der Module
und ihre gegenseitige Abh

angigkeit beschrieben
Der Optimierungsproze wird durch die Vorgabe eines Geometrieentwurfs gestartet
und endet durch das Erreichen der geforderten G

ute der Zielfunktion und Nebenbe
dingungen im mathematischen Optimierungsalgorithmus
 Die Prozekette Optimale Formgebung 


Abbildung  Baustein und Datenuschema der Prozekette Optimale Form
gebung
 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung
 Zielsetzung der softwaretechnischen Bearbeitung
Die numerische Behandlung der Strukturoptimierung erfordert aufgrund der Problem
komplexit

at neben der systematischen Strukturierung und Analyse der Problemstel





oglichkeiten zur Umsetzung der Ziele Dabei werden die objektiv auftretenden
Vor und Nachteile je nach Standpunkt unterschiedlich gewichtet so da sehr unter
schiedliche Konzepte zur Behandlung entwickelt werden k

onnen siehe hierzu auch die
Diskussion in Kimmich #$







Grundlagencharakter einer Forschungsarbeit an der Universit

at hingewiesen wird Die
sich aus dieser Tatsache ergebende programmtechnische Konzeption mu sich in dem
komplexen Arbeitsgebiet Optimale Formgebung wesentlich von den Verfahren der In
dustrie die sich groer leistungsf













 Programmtechnische Realisation innerhalb des Forschungsprogramm
paketes INAOPT des Instituts f

ur Baumechanik und Numerische Me
chanik der Universit

at Hannover die die Weiterentwicklung und die




 Darlegung der theoretischen Grundlagen der Strukturoptimierung
 Exakte Abbildung der theoretischen Beziehungen der variationellen Sen
sitivit

atsanalyse siehe Kapitel  im Programm
 Exakte analytische Berechnung der Gradienten unter Verzicht auf nume
rische Approximationstechniken siehe hierzu zBBecker #$ Kimmich
#$
 Denition von Optimierungsproblemenmit einer minimalenAnzahl von







at bei der Erweiterung des Katalogs der m

ogli
chen Zielfunktionen Nebenbedingungen und Designvariablen sowie des





angigkeit der Strukturanalyse und der
Sensitivit









 Die Prozekette Optimale Formgebung 
	 Strategie
a Entwicklung hochwertiger Beschreibungsmodelle sowie der zugeh

origen Pro
grammbausteine mit eindeutigen Datenschnittstellen




ankung der Aufgabe des Optimierungsmodells auf die Zusammenstel
lung der bereits in den einzelnen Modellen enthaltenen Informationen

uber




d Durch das Optimierungsmodell d









osungen zugunsten einer langfristigen Programment
wicklung
 Voraussetzungen
a Die Anwendung der hochwertigen Modelle erfordert von dem qualizierten
Benutzer Kenntnisse des strukturmechanischen Verhaltens sowie eine Beur
teilung des

Anderungsverhaltens bei Variation der Ausgangsdaten
b Diese Informationen m

ussen bereits in der Konstruktionsphase und bei der
Modellbildung einieen
c Kenntnisse und Zugrism

oglichkeiten auf den Quellcode und die Datenbasis
d Die Auswirkungen von Ver

anderungen innerhalb der Module m

ussen lokal
begrenzt sein und d

urfen keinen globalen Charakter besitzen Ist dies nicht
der Fall so m






a Die Implementation umfat die Formoptimierung ein zwei und dreidimen
sionaler Strukturen Die Formoptimierung dreidimensionaler K

orper ist im
wesentlichen durch die Notwendigkeit eines leistungsf

ahigen Volumenmodel
lierers sowie der zugeh









b Die programmtechnische Arbeit ist gepr

agt von der Entwicklung klarer Pro
gramm und Datenschnittstellen innerhalb und zwischen den einzelnen Mo
dellen und Programmbausteinen





grammbausteine an zentraler Stelle im Algorithmus wird verzichtet
	 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung
 Programmtechnische Realisation
a Die Denition des Optimierungsproblems Optimierungsmodell greift auf
die Datenbasis und Datenmenge der strukturmechanischen Problemdeniti





atzliche optimierungsspezische Attribute Kennung als Ziel
funktion Nebenbedingung Designvariable Schranken Wichtungsfunktio








b Nach Abschlu der Denition des Optimierungsproblems werden die op
timierungsspezischen Daten geordnet und komprimiert ohne Verlust an
Information zusammengefat
Die Konzeption und programmtechnische Realisation der numerischen Behandlung
der Optimalen Formgebung basiert auf der Arbeit vieler Mitarbeiter am Institut Die
grundlegenden Strukturen des Programmpaketes INASP als Vorl

aufer zu INAOPT





ange der Formoptimierung am Institut gehen auf die Initiative von Bischo #$
und Arbeiten von Berkhahn #$ und Berkhahn Becker #	$ #$ zur

uck Die Konzep
tion und programmtechnische Realisation in der oben beschriebenen Form wurde auf
der Grundlage der bereits von Berkhahn ausformulierten und realisierten Querschnitt
soptimierung ab 

 von Becker #$ und dem Autor entwickelt und implementiert
Hierauf aufbauend wird von Falk  siehe zB Barthold et al #$ der Einsatz von Ad
aptionskriterien und strategien f

ur die Optimale Formgebung entwickelt
 Das Geometriemodell innerhalb der Prozekette 

 Das Geometriemodell innerhalb der Proze	
kette
In dem Geometriemodell im Programmsystem INAOPT das durch die Vorgehenswei
se des Computer Aided Geometric Design CAGD gekennzeichnet ist unterscheidet
zwischen
 der Topologie der unterschiedlichen geometrischen Strukturen
	 den Entwurfsvariablen der Konstruktion und
 der parametrischen Darstellung
der Geometrie Die aufgef

uhrten Modelle sind am Beispiel einer viereckigen Fl

ache























Abbildung 	 Beispiel f

ur die unterschiedlichen Aspekte des Geometriemodells
 Das Topologiemodell der Geometrie
Das Topologiemodell innerhalb von INAOPT ist ein hierarchisches Drahtmodell bei
dem die niederdimensionalen Strukturen zur Denition der h

oherdimensionalenGebilde




atzlich ist noch die Denition von Attributen einzelner Geomtrieelemente und de
ren Relationen untereinander und die Verwaltung dieser Informationen innerhalb des
Modells vorgesehen
 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung
Hierarchisches Topologiemodell
Dimension Objekt deniert durch enth

alt Objekte niederer Dimension
 Punkte
 Linien Randpunkte innere Punkte
	 Fl

achen Randlinien innere Linien






innere Linien auf keiner Fl

ache




Abbildung  Das hierarchische Topologiemodell in INAOPT
Die Denition der Designvariablen sowie der Zielfunktionen und Nebenbedingungen
erfolgt unter strenger Einhaltung der oben genannten Hierarchie Damit ist sicherge
stellt da eine groe Anzahl zus

atzlicher redundanter Informationen vermieden wird





andert wird Insbesondere ist nicht vorgesehen die Elemente des
Topologiemodells als Designvariablen zu denieren bzw sie zum Bestandteil von Ziel
funktion und Nebenbedingung zu machen In diesem Sinne besteht das Topologiemodell
aus qualitativen Gr
















anderung der Geometrie ist eine Parametrisierung wesent
liche Voraussetzung Ein erfolgversprechender Ansatz stellt zB die Einf

uhrung einer
Dichtefunktion und deren Ver






Bedeutung der Anwesenheit einzelner Geometrieelemente wird
jedoch mittels der kontinuierlichen Dichtefunktion gewichtet Reduziert sich der Ein
u einzelner Bauteile dh werden diese Strukturen nicht wesentlich zum Lastabtrag
ben

otigt so wird dies durch die Dichtefunktion angezeigt und in einem weiteren Schritt
kann der optimierende Ingenieur bzw ein Algorithmus innerhalb des Programmsystems
diese Bauteile tats

achlich aus dem topologischen Modell entfernen
Gem






uhren sind auch im Optimierungsmodell nur die Eekte zu erzielen die
grunds





 Das Entwurfsvariablenmodell der Geometrie
Das Entwurfsvariablenmodell beschreibt nach der qualitativen Denition der Topologie
die genaue Struktur des betrachteten K

orpers Die Beschreibung erfolgt dabei in den
Gr

oen die demKonstrukteur die Anschauung und damit die Arbeit wesentlich erleich
 Das Geometriemodell innerhalb der Prozekette 
tern Dies sind insbesondere L






oen Damit handelt es sich um quantitative Gr

oen die einer Ver

anderung und
damit der Optimierung zug

anglich sind In diesem Sinne stellt das Entwurfsvariablen
modell den Raum der m

oglichen geometrischen Designvariablen dar Die direkt von
den Designvariablen abh

angigen Entwurfsvariablen werden im weiteren mit   !s
bezeichnet
Auch hier ist wieder zu erw






oe als Designvariable deniert werden kann Dies f

uhrt zu der Schlufolgerung
das nur ein hochwertiges Entwurfsvariablenmodell mit groen Beschreibungsm

oglich
keiten bei minimaler Anzahl von Parametern Entwurfsvariablen eine erfolgreiche und
numerisch eziente Optimierung verspricht
 Das parametrische Modell der Geometrie
Das Entwurfsvariablenmodell stellt die Menge der m

oglichen Designvariablen dar ist
jedoch f

ur den weiteren Verlauf der Behandlung insbesondere f

ur die Abbildung der
theoretischen

Uberlegungen des Kapitels  in das numerischeModell nicht ausreichend
Hierzu ist aus dem Entwurfsvariablenmodell durch Parametrisierung der Geometrie
eine Beschreibung zu entwickeln die sowohl f

ur die Generierung bzw Verfeinerung
der Netze als auch f













uhrt zu der analogen parametrischen Beschreibung der Geometrie
wie sie f






orpers vorgenommen wurde dh f

ur

























Dies ist ja auch nat

urlich da es sich bei der Geometriebeschreibung innerhalb des
CAGDModells um nichts anderes handelt als die softwaretechnische Umsetzung des
Begries

Konguration eines materiellen K

orpers siehe Kapitel 	 Insbesondere sei
darauf verwiesen da sich die Darstellung der Konguration eines materiellen K

orpers
als dierenzierbare Mannigfaltigkeit im Riemannschen Sinne in der Fl

achen bzw
Volumenbeschreibung des CAGDProgramms in der Form des CADPatches als Karte
im Atlas der Mannigfaltigkeit wiederndet
Damit werden geometrische Strukturen die sich nicht als dierenzierbare Mannigfaltig
keit darstellen lassen zun

achst nicht betrachtet F

ur die hier betrachtete Optimierung
von Fl

achenstrukturen stellt dies keine wesentliche Einschr

ankung dar
Im Rahmen der programmtechnischen Realisation ist die Form der Abbildung 

nach


























 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung



















s die sogenannten Kontrollpunkte darstellen W

ahrend die Gestaltsfunktio








angen wird die Form der





andern sich mit dem gew

ahlten Design dh sie sind abh

angig von den



















 Die Strategie der Netzver

anderung innerhalb der Prozekette 







Uberlegungen zur Erzeugung eines FiniteElementeNetzes und des
sen Modikation bei Ver

anderung der Designvariablen werden an dieser Stelle ange
sprochen F

ur die Grundlagen der im Programmsystem INAOPT eingesetzten Netz
verfeinerungsstrategien siehe die Arbeiten von Plank #	$ Rust #$
 Der im Programmpaket INAOPT vorhandene Netzgenerierer und Netzverfeine





metriedarstellung nach  werden zun

achst durch Indikation der apriori und







generierten Knoten berechnet Dies ist der eigentliche Erzeugungs bzw Verfei
nerungsschritt Dabei sind die geometrischen Verfeinerungskriterien in den karte
sischen Koordinaten formuliert w

ahrend die Verfeinerungsstrategie auf der Basis
der konvektiven Koordinaten arbeitet Die konvektiven Koordinaten der Knoten
sind nach ihrer Erzeugung im Verlauf der weiteren Berechnung unver

anderlich
und werden in der Datenbasis abgelegt
	 Die kartesischen Koordinaten der FEKnoten werden anschlieend durch Aus
wertung der obigen Beziehung ermittelt Die kartesischen Koordinaten

andern





ur das Nachziehen des FENetzes mu zun

achst die parametrische Geometrie
beschreibung dem modizierten Design angepat werden dh aus den ver

ander
ten Designvariablen ergeben sich neue Entwurfsvariablen   !s die im

Uber











s       hervorrufen Damit kann die Berech




at der FEKnoten wird aus der Sensitivit







































 Der oben beschriebene Ablauf der Netzmodikation garantiert durchdringungs
freie Elementnetze solange der CADPatch der Geometrie selbst durchdringungs











a Neuvernetzung der modizierten Geometrie
b Einsatz geometrischer Kriterien auf der Grundlage der modizierten Geo
metrie






ur den Algorithmus der mathematischen Optimierung bedeuten alle Vorgehens
weisen einen Restart im letzten Iterationspunkt da durch die qualitative

Ande

















at innerhalb der Proze	
kette
Die Datenschnittstelle zwischen dem Geometriemodell und dem Netzgenerator bzw





agt zum FEModul im wesentlichen
 die FENetzTopologie
	 die Koordinaten der FEKnoten
Dar

uberhinaus sind die Technologiedaten f








oen der FEStrukturanalyse Verschiebungen





anzugeben dh im Rahmen unserer Konzeptentwicklung und implementation gelten
die folgende Bemerkungen
 Die FENetzTopologie ist im Rahmen der Prozekette Optimale Formgebung
nicht durch die Wahl von Designvariablen ver

anderbar dh zur Elementtopolo




aten auf Die Modikation der FENetze
durch den kontrollierenden Benutzer bzw durch den Automatismus wiederholter
Anwendung apriori Kriterien stellt jeweils den Beginn einer neuen Berechnung
mit modizierter Problemstellung dar Eine Modikation der Elementtopologie






at der FEKnotenkoordinaten ist im Rahmen der Anpassung des
FENetzes an die modizierte Geometrie berechnet worden Die Weitergabe die
ser Information stellt die wesentliche Erweiterung der bisherigen Datenschnitt









oen des Technologiemodells durch die












atsanalyse kann durch den Zugri auf





atzlich ist der Einu einer Designvariablen zun

achst nur auf die Geo
metrieobjekte Punkt Linie Fl

ache begrenzt deren Zweig ihr denierendes Objekt
in der Geometrietopologiestruktur angeh

ort Der Einubereich kann sich zB durch
die denierten Relationen unter den Objekten noch vergr

oern bleibt in den mei
sten F

allen jedoch auf Teilstrukturen der Geometrie begrenzt Somit werden bei der
FESensitivit

atsanalyse auch nur die niten Elemente dieser Teilstrukturen von ei
ner

Anderung der betrachteten Designvariablen beeinut Die Ber

ucksichtigung die






ussiger Daten und verk

urzt
 Kapitel  Ein Gesamtkonzept der Optimalen Formgebung
somit die Rechenzeit Eine eziente Steuerung der FESensitivit

atsanalyse erfordert
den Zugri auf die Datenbasis des Geometrie und Optimierungsmodells wie sie im
Programmsystem INAOPT implementiert ist
In Kapitel  konnte f

ur die Berechnung hyperelastischer Materialien gezeigt werden
wie sich die Sensitivit

at aller kontinuumsmechanischen Gr

oen auf die Sensitivit

at der






at Damit kann f

ur





ur die Softwareentwicklung innerhalb des FE
Berechnungsmoduls






atzlicher Eingang durch die Erweiterung der Schnittstelle
 Sensitivit





 Analytische Gradientenermittlung auf Elementebene als Erweiterung des
Standards der Elementformulierung dh
 Zus

atzlicher Eingang auf Elementebene
 Sensitivit

at der Knotenkoordinaten und
 Sensitivit

at der Materialwerte des betrachteten Elementes
 Zus

atzlicher Ausgang auf Elementebene
 partielle Ableitung des Elementresiduums nach den Designvaria
blen und
 die elementbezogenen Anteile der Zielfunktion und Nebenbedin
gungen sowie die partiellen Ableitungen nach der Designvariablen
und den Verschiebungen
 Ausgang durch die bestehende Schnittstelle
 Spannungen zur graphischen Darstellung
 Zus

atzlicher Ausgang durch die modizierte Schnittstelle
 partielle Ableitung des Gesamtresiduums und




Im Kapitel  sowie im Anhang A sind die Spannungs und Materialtensoren isotroper
hyperelastischer Materialien f

ur unterschiedliche Problemstellungen angegeben wor
den Die Umsetzung in eine eektive FiniteElementeFormulierung basiert auf den
Darstellungen der Abschnitte 	 
 und des Kapitels 
Die dort angegebenen Formulierungen sind vollst

andig in das Forschungsprogrammpa
ket INAOPT implementiert worden und zeigen die erw

unschten guten dh quadrati
schen Konvergenzeigenschaften Weiterhin bilden sie die Grundlage einer erfolgreichen
Sensitivit

atsanalyse die ebenfalls f

ur die Gesamtheit der angegebenen Darstellungsar
ten sowohl in variationeller als auch in diskreter Form realisiert wurde Die Vollst

andig
keit der Implementation wurde an repr

asentativen Testbeispielen mit kleiner Element





auch mit den Varianten der semianalytischen Gradientenermittlung nachgewiesen
Zur Darstellung der Leistungsf

ahigkeit des Gesamtalgorithmus Optimale Formgebung
und damit auch der hierin enthaltenen Strukturanalyse und Sensitivit

atsanalyse isotro
per hyperelastischer Materialien wurden beispielhaft zwei geometrische Grundformen
die Scheibe mit Loch und der SNormzugstab untersucht
Die Auswahl der unterschiedlichenOptimierungsaufgaben f

ur diese Geometrien ber

uck
sichtigt das nichtlineare Materialverhalten unter groen Verzerrungen und umfat
  die Gewichtsminimierung bei Ver

anderung der geometrischen Form Abschnitt

  die Identikation von Materialparametern und geometrischer Form aus dem De
formationsverhalten einer Struktur Abschnitt 
  die Anwendung der Formoptimierung auf die praxisrelevante Problemstellung der
Verminderung von Spannungskonzentrationen Abschnitt 
Dar

uberhinaus wird im Abschnitt  die Anwendungsm

oglichkeit der entwickeltenMe
thodik innerhalb der Reifenkonstruktion beispielhaft anhand einer praxisnahen Frage
stellung dargestellt
Die quantitativen Beispieldaten werden soweit nicht explizit genannt alle dimensions
behaftet in Newton N  und Millimeter mm angegeben

 Kapitel  Beispiele
  Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch
Am Beispiel der Formoptimierung einer Scheibe mit Loch soll der Ablauf der Sensiti
vit

atsanalyse verdeutlicht werden Entsprechend der unterschiedlichen Modelle siehe
Kapitel 
 ergeben sich verschiedene Darstellungen des Problems zwischen denen der

Ubergang sichergestellt werden mu Die umfangreichen Darstellungen zu diesem Bei




auterungen der bisherigen Kapitel erleichtern
  Die Problemstellung




mm und b  mm in deren Mitte sich ein kreisrundes Loch mit Radius







Abbildung  Problemstellung und Berechnungsmodell
Die Scheibe besteht aus einem inkompressiblen Synthesekautschuk dessen Materialver
halten durch das OgdenMaterialGesetz beschrieben ist siehe Abbildung  Auf
grund der Symmetriebedingungen wird nur ein Viertel des Systems verschiebungsge
steuert bis zu einer Gesamtverschiebung des Steuerknotens  siehe Abbildung  von

mm auf die dreifache L

ange deformiert




ur die Untersuchung der Problemstellung

Formoptimierung Scheibe mit Loch ist




Die Optimierungsaufgabe bestehe darin mit der Ver

anderung der geometrischen Form
dh in diesem Fall wahlweise der Modikation des Kreisradius r und der

aueren Kon
tur der Scheibe das Gewicht der Scheibe zu minimieren Magebend f

ur die Beanspru
chung ist die maximale Hauptnormalspannung die unterhalb einer materialabh

angigen




Die genaue quantitative Denition des hier nur verbal beschriebenen Optimierungs
problems wird im Abschnitt 	 angegeben An dieser Stelle erfolgt zun

achst nur die
qualitative Zuordnung der genannten ZielfunktionenNebenbedingungen und Designva




Modell der Optimalen Formgebung
Entwurfsvariablenmodell Radius r des Loches
CADModell Darstellung der

aueren Linie als Freiformkurve
FEMModell Spannungen Verschiebungen
Technologiedaten Materialparameter Lastfaktoren
Abbildung  OptimierungsModell der Scheibe mit Loch
Es soll nochmals siehe auch Kapitel 
 betont werden da sich das Optimierungsmo
dell nur aus der Auswahl geeigneter Informationen der einzelnen Modelle zusammen
setzt und mit dem Optimierungsmodell keine neuen Strukturen deniert werden Die
gesamten Informationen zur Problembeschreibung werden f

ur dieses Beispiel aufberei
tet und den einzelnen Modellen zugeordnet









uhrt deren topologischen Zusammenh

ange in demTopologiemodell nach
Abbildung  zusammengefat sind
Die Denition des Optimierungsmodells orientiert sich in der Eingabe und in der Pro
blemdarstellung an der obigen Struktur
 Kapitel  Beispiele
Hierarchisches Topologiemodell
Dimension Objekte Nummer des Objekts deniert durch
 Punkte     	 
  
 Linien  Randpunkte  
 Linien  Randpunkte  

 Linien  Randpunkte  

 Linien  Randpunkte  
 Linien 	 Randpunkte 
 
 Linien 
 Randpunkte  
 Linien  Randpunkte  
 Linien  Randpunkte  	
 Linien  Randpunkte  
 Linien  Randpunkte 	 
 Fl

achen  Randlinien    
 Fl





achen  Randlinien    
Abbildung  Das hierarchische Topologiemodell
 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch 	
  Das Entwurfsvariablenmodell
Mit der obigen Beschreibung ist die Ausgangsgeometrie des Problems vollst

andig er
fat und das Modell der Scheibe mit Loch besteht in diesem Fall aus der Angabe
der vier Entwurfsvariablen a b d und r sowie der zus






auere Linie wird dabei G
 
Stetigkeit gefordert siehe hierzu zB


















  Die Randlinien stehen im ge
meinsamen Knoten senkrecht
aufeinander
Abbildung  Das Entwurfsvariablenmodell der Scheibe mit Loch
Wesentlich f

ur die Problemformulierung ist die Tatsache da der genaue Verlauf der

aueren Linie als Freiformkurve nicht aus dem Entwurfsvariablenmodell beschrieben
werden kann
  Das parametrische Geometriemodell
Zur weiteren Bearbeitung dieser Problemstellung sind die Angaben der Entwurfsvaria





ur die Linien und Fl



























aufgebaut und in der Datenbasis gespeichert werden mu
In diesemBeispiel sind die Linien mit den Nummern   
   und  siehe Abbildung












 t    erfolgt Die zu dieser Beschreibung notwendigen Informationen sind
in der Datenbasis des Geometriemodells vorhanden Die Nummern der Anfangs und
Endpunkte sind dem Topologiemodell zu entnehmen womit zum einen der Durchlaufs
sinn deniert ist und zum anderen










Uber eine Kennung bei der Geometrieeingabe ist
die Linie als Gerade zu denieren F

ur die weiteren inneren Punkte in diesem Fall
nicht vorhanden und die FEKnoten auf der Linie sind bei der Netzerzeugung bzw
verfeinerung die konvektiven Koordinaten hier 
 
 t zu speichern

 Kapitel  Beispiele
Die Linien  und  sind Freiformkurven Der topologische Zusammenhang Nummern
der Endpunkte Durchlaufsinn innere Punkte sind dem Topologiemodell zu entneh
men Eine Kennung bei der Eingabe deniert diese Linie als Freiformkurve so da
anschlieend die hierzu notwendige Denition erfolgen mu Im Programmsystem INA
















realisiert siehe hierzu Farin  Dabei gilt f






































Abbildung 	 Darstellung einer BezierKurve
F

ur die Freiformkurven ist die Angabe von Entwurfsvariablen nicht sinnvoll und die
Denition der Kurve erfolgt unmittelbar in den Gr

oen des parametrischen Geometrie
modells Dieser Zusammenhang ist bei der Optimierung zu beachten
Die Linien  und 	 stellen Kreissegmente dar die aufbauend auf der topologischen
Darstellung durch die Angabe der Entwurfsvariablen dh in diesem Fall durch die
Angabe der denierender Variablen
 Parameter der beschreibenden Gleichung  Ordnung oder
 Kreismittelpunkt und Radius oder
 Nummern von drei Punkten auf dem Kreis
 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch 
exakt beschrieben werden kann Die Eingabe kann in der jeweils einfachsten Form
erfolgen da intern zwischen den Darstellungsarten umgerechnet wird
Aus dem Entwurfsvariablenmodell ist das parametrische CADModell herzuleiten das
in drei verschiedenen Formen erfolgen kann

















 Exakte parametrische Beschreibung durch rationale BezierKurven
 Approximative parametrische Beschreibung durch BezierKurven
Der

Ubergang von den Entwurfsparametern zu der dritten approximativen Darstellung
wird beispielhaft f

ur den Kreisbogen dargestellt In diesem Fall sei die Darstellung
der Lage der Kontrollpunkte f


















 Approximation eines Kreisbogens durch eine BezierKurve





















































gegeben Aus der Darstellung ist die
Abh











































































gegeben Dabei bezeichnet 
i




orenden Winkel Mit die
sen Beziehungen k

onnen die partiellen Ableitungen der Kontrollpunktkoordinaten nach



























































onnen in analoger Weise hergeleitet werden Damit ist die para
metrische Darstellung der Linien dieses Beispiels dargestellt worden
F

ur die parametrische Darstellung der Fl

achen sind folgende L

osungen in INAOPT
implementiert siehe hierzu auch die Anmerkungen zum Programmpaket CARAT in
den Arbeiten von Bletzinger Kimmich Ramm zB  	 











In diesem Beispiel erfolgt die parametrische Fl

achendarstellung wahlweise nach dem
Konzept BezierFl

achenDarstellung bzw der CoonsFl

achenDarstellung die durch
Eingabe einer Kennung deniert wird Das Topologiemodell liefert wieder den Zusam
menhang der Fl

achen zu den denierenden Linien aus der f

ur die Randkurven bereits
die parametrische Darstellung durch Vervollst

andigung der eindimensionalen Darstel




achenDarstellung ist die Parametrisie
rung innerhalb der Fl

ache durch die Angabe der Randlinienbeschreibung gegeben dh
 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch 




uber die einzugebende Kennung keine weiteren
Eingaben erforderlich
In der Abbildung  sind die Kontrollpunkte des CADModells der Scheibe mit Loch
eingetragen F

ur Kontrollpunkte deren Koordinaten in den Optimierungsaufgaben als
Designvariablen deniert werden wird eine Nummerierung eingef

uhrt Somit ist aus
dem Topologiemodell nach Abbildung  und der Darstellung der Kontrollpunkte zu
erkennen da die Linien   	  gem

a Gleichung  als Bezierkurven mit   bzw





























Abbildung  Kontrollpunkte im CADModell der Scheibe mit Loch
F

ur die Formoptimierung ebener Strukturen ist in der Regel die CoonsFl

achenbeschrei
bung eektiver einzusetzen da in diesem Fall die Ver

anderung der Punkte innerhalb
der Fl








atzliche Kontrollpunkte im Gebiet auf deren Ko
ordinaten w










atzlichen Nebenbedingungen um eine akzeptable
Netzg

ute zu erhalten siehe hierzu auch die Bemerkungen in Abschnitt 




ur die Strukturanalyse sind

uber die rein geometrischen Informationen hinaus noch
weitere sogenannte

Technologiedaten bereitzustellen In diesem Fall sind die Angaben





a der Darstellung in Abbildung 
  Lasten gem

a der Darstellung in Abbildung 





































































Abbildung  Technologiedaten der Scheibe mit Loch
Die Denition dieser Technologiedaten erfolgt in den kommerziell verf

ugbaren Pro
grammsystemen in der Regel erst mit dem Aufbau eines Berechnungsmodells im Pre
prozessor des FEProgrammpaketes Viele industriell eingesetzte CADSysteme sowie
die verf

ugbaren Datenschnittstellen zB IGES VDAFS bieten keine M

oglichkeiten
diese Technologiedaten bereits zu Beginn der Konstruktion eines Bauteils der Geome
trie zuzuordnen
 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch 
  Das Finite	Elemente	Modell
Die Analyse der durch ein Geometriemodell gegebenen und durch die Technologiedaten
erweiterten Struktur wird






uhrt An dieser Stelle wird die FiniteElementeMethode betrachtet die essentiell
auf der Triangulation des Gebietes basiert Damit stellt sich die Aufgabe aufbauend
auf dem CADModell ein FENetz zu erzeugen Hierbei spielt die G

ute der Netze
die sich in dem Konvergenzverhalten der numerischen L

osung gegen die exakte nicht
bekannte L

osung wiederspiegelt eine besondere Rolle F

ur die Netzverfeinerung wur
de das in Rust  beschriebene und von ihm implementierte Netzadaptionsverfahren
f

ur die Verwendung in INAOPT aufbereitet Das in Abbildung  dargestellte Netz
wurde dabei in f

unf Verfeinerungsschritten auf der Grundlage einer linearelastischen
Berechnung aus dem Startnetz erzeugt Zun

achst traten zwei gleichm

aige Verfeine
rungsschritte auf Anschlieend ergab die dreimalige Anwendung des Verfeinerungskri
teriums nach Zienkiewicz Zhu  mit einer Schranke von  f

ur den normierten
Fehler das dargestellte Netz das sich nur aus KnotenVierecksElementen zusam
mensetzt
Startnetz Verfeinertes Netz
Abbildung  FEMModell der Scheibe mit Loch
Das Netz enth

alt 		 Elemente mit 
 Knoten und 
 Unbekannten Die Bandbreite
des Gleichungssystems konnte durch den Einsatz einer Knotennummeroptimierung auf
 begrenzt werden
 Kapitel  Beispiele
  Bemerkungen zur Durchf

uhrung der Strukturanalyse
Die Berechnung inkompressibler Materialien im ebenen Spannungszustand kann mit ei
nem reinen Verschiebungsansatz durchgef

uhrt werden da in diesem Fall die Inkompres
sibilit










Locking nicht auf siehe auch Abschnitt 	 Das beobachtete numerische
Iterationsverhalten in allen Beispielrechnungen weist die gew

unschte quadratische Kon






Die Scheibe mit Loch kann f

ur das in Abbildung  angegebenen FENetz nicht in
einem Schritt auf die geforderte dreifache L

ange gestreckt werden Das L

osungsverhal
ten der Struktur ist entsprechend dem gew

ahlten Materialgesetz stark nichtlinear so
da das NewtonVerfahren der nichtlinearen Gleichgewichtsiteration im Startpunkt der
unverformten Konguration eine Abstiegsrichtung liefert die zu einem Iterationspunkt
der Verschiebungen mit Elementdurchdringungen f

uhrt
Etliche Testrechnungen mit unterschiedlich stark verfeinerten Netzen lieen erkennen
da grobe Netze eher unempndlich sind w

ahrend besonders stark verfeinerte Netze
eine ebenfalls feine Lastinkrementierung ben

otigten Als Beispiel sind in Abbildung
 die maximale Verschiebung des Strukturpunktes  angegeben f



















aige Verfeinerungen  adaptive Verfeinerung 
 gleichm

aige Verfeinerungen  adaptive Verfeinerungen 
Abbildung  Angabe der maximal in einem Schritt ohne Auftreten von




ur den ebenen Spannungszustand beschriebene Ph

anomen tritt bei Berech







arkt auf Um den Programmabbruch durch ein Auftreten
von Elementdurchdringungen zu vermeiden ist die Gesamtdeformation in vier Schrit
ten aufgebracht worden
 
Die Berechnung und Optimierung von Materialien im ebenen Verzerrungszustand ben

otigt die





vermeiden An dieser Stelle wird auf eine explizite Darstellung akademischer Beispiele im r

aumli
chen	 ebenen bzw axisymmetrischen Verzerrungszustand zur Beschr

ankung des Umfangs dieser Ar
beit verzichtet	 siehe hierf

ur das in Abschnitt 
 behandelte Beispiel der Formoptimierung eines
PKWReifens Die Berechnung und Optimierung der zB von Ramm 
 und Parisch 
 behan
delten Gummischeibe mit Loch f

ur den ebenen Spannungszustand und vergleichend f

ur den ebenen
Verzerrungszustand ist in Barthold 
 beschrieben
 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch 
Tritt w

ahrend einer Strukturanalyse innerhalb der Optimierungsberechnung trotz vor
sichtiger Lastinkrementierung eine Elementdurchdringung auf so werden einige Line
SearchSchritte f

ur die Designvariablen durchgef

uhrt bis ein Design erreicht ist bei
dessen Deformation keine Elementdurchdringungen in der verformten Kongurati
on auftreten Diese Problematik kann bei der linearen FiniteElementeBerechnung







ahlte und in Abschnitt 





anderung ist das Netz der unverformten Konguration stets durchdringungsfrei
Das unverformte und verformte Netz sowie die Hauptnormalspannungen des Cauchy
Spannungstensors im verformten Endzustand sind in Abbildung  dargestellt
Ergebnisse der Strukturanalyse
Abbildung  Darstellung des unverformten und verformten Netzes sowie der
Hauptnormalspannungen

uber die verformte Konguration
 Kapitel  Beispiele
 	 Ergebnisse der Optimierungsaufgabe
Mit diesem Optimierungsproblem wurde die im weiteren beschriebene Aufgabe unter
sucht F

ur die Angaben zu den Bezeichnungen der Linien Kontrollpunkte und des
eingef









ankung der maximalen Hauptnormalspannungen T
I
des
CauchySpannungstensors T der Momentankonguration unterhalb





ankung der Verschiebung der Punkte  und 
u








Stetigkeit der Linien  und  dh die Kon
trollpunkte    m











anzung des Berechnungsmodells zur Gesamtgeometrie dh die
Kontrollpunkte  und 	 m

ussen gleiche xKoordinaten besitzen
  Designvariablen

xKoordinaten der Kontrollpunkte  	 
      der

aueren
Linie nach Abbildung  mit den Schranken   x
KP
  	mm
Abbildung  Denition des Optimierungsproblems
Die maximale Hauptnormalspannung T
I
des CauchySpannungstensors T ergibt f

ur














uhrt dazu das die Op
timierung im unzul

assigen Bereiches der Designvariablen beginnt F

ur die numerisch
eektive Behandlung der Optimierungsaufgabe wurden die Zielfunktion Nebenbedin
gungen und Designvariablen durch Division mit den jeweiligen Startwerten normiert
Dieses f

uhrt zu einer g

unstigeren Kondition der BFGSApproximation der Hessematrix
der Lagrangefunktion dieses Optimierungsproblems siehe zB die Bemerkungen hierzu
in Schittkowski  	 

Der Algorithmus konnte die Optimierungsaufgabe unter Verwendung der vollst

andig







te Geometrie der Scheibe mit Loch sind in Abbildung  das FiniteElementeNetz
und die Lage der Kontrollpunkte dargestellt In Abbildung  werden die deformier





Konguration der Ausgangsgeometrie und der optimierten Form gegen

ubergestellt











Abbildung  Vergleich der Ausgangsgeometrie mit der optimalen Form

 Kapitel  Beispiele
Deformation und Spannungszustand der Startgeometrie
Deformation und Spannungszustand der L

osungsgeometrie
Abbildung  Darstellung der Deformation und des Spannungszustands der
optimalen Form
 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch 
Diese Optimierungsberechnung wie auch alle weiteren wurde mit dem SQPVerfahren





siehe die Bemerkungen hierzu in Abschnitt 


Die Leistungsdaten des Algorithmus
sind in der nachfolgenden Tabelle aufgef

uhrt Die Bezeichnungen f

ur die angegebenen
Werte sind der Quelle des SQPVerfahrens entnommen und ausf

uhrlich in den Arbeiten
von Schittkowski beschrieben
Wert der Zielfunktion im Startpunkt f
 






Anzahl der Iterationsschritte ITER 
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 
Norm der Lagrangefunktion GLNOR   

Verletzung der Nebenbedingungen SRES   
 
Abbildung 	 Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus
Im L

osungspunkt ergeben sich f

ur die Kontrollpunkte  	 
      und 	
die folgenden Werte der xKoordinaten in gleicher Reihenfolge
 
!  
!  !  	!  !  
  !  
!  

Dabei bendet sich die Koordinate des Kontrollpunktes  auf der oberen Schranke
von  	mm Ein weiterer Abstieg der Zielfunktion ist daher bei der Aufgabe dieser
Schranken f

ur die Koordinatenwerte der Kontrollpunkte m

oglich
Die Behandlung einer modizierten Optimierungsaufgabe bei der die Lochform zur
Gewichtsminimierung ver





ur die freundliche Bereitstellung seiner Realisation des SQPVerfahrens m

ochte ich Hernn Prof
K Schittkowski	 Universit

at Bayreuth	 recht herzlich danken
  Kapitel  Beispiele
  Identikation der Materialparameter und der
Geometrie aus dem Deformationsverhalten der
Struktur
  Problemstellung
Das Deformationsverhalten einer Struktur ist von den gew

ahlten Materialparametern





Randwertaufgabe dh die Bestimmung des Verschiebungszustandes kann nach Dis
kretisierung der Struktur zB mit Hilfe der FiniteElementeMethode berechnet wer
den
Eine wichtige Problemstellung ist mit der Umkehrung der

ublichen Aufgabenstellung
der Strukturanalyse gegeben Hierbei ist das Deformationsverhalten aus Versuchen
bzw aus den Zielvorstellungen des Ingenieurs im Konstruktionsproze bekannt und es
sind die Materialparameter bzw die geometrische Form der Struktur gesucht die ein
solches gew

unschtes Deformationsverhalten erzeugen Man spricht in diesem Fall vom







osungen nicht trivial zu l

osen ist Auf diese mathematischen
Aspekte soll hier nicht eingegangen werden
Ein algorithmisches L

osungskonzept zur Behandlung inverser Probleme dh zur Be
stimmung der unbekannten Materialparameter und der unbekannten geometrischen
Form soll im weiteren erl

autert werden Hierzu sind in Abbildung 	 
 die Verschie
bung eines signikanten Punktes der Struktur

uber der Zeit t aufgetragen Bei quasi














ur Messung und Berechnung
 Identikation der Materialparameter und der Geometrie  
Die Kurve V mit den diskreten Verschiebungen V
i
zu den Zeiten bzw Lastinkre
menten t
i
stellt den vorgegebenen Messung oder Zielvorstellung des Ingenieurs Ver
schiebungszustand dar w

ahrend dagegen die Kurve V mit den diskreten Werten V
i





atzwert der Materialparameter bzw der Geometrie angibt
Das Ziel eines algorithmischen Optimierungsprozesses ist es die Unterschiede zwischen
den vorgegebenen Werten der Messung V
i





anderung der Materialparameter bzw der Geo
metrie zu verringern Dies f





















Dabei bezeichnet nlast die Anzahl der betrachteten Werte bei unterschiedlichen Me
punkten und unterschiedlichen Laststufen
Wie bereits erw

ahnt ist die Behandlung inverser Probleme sowohl aus theoretischer
als auch aus algorithmischer Sicht keineswegs trivial zu behandeln so da an dieser
Stelle eine sinnvolle Einschr

ankung der Problematik vorgenommen wird Um die An
wendungsm

oglichkeiten und die Leistungsf

ahigkeit des entwickelten Programmsystems
darzustellen ist es erlaubt und sinnvoll den mit der Finite Elemente Methode verbun
denen Diskretisierungsfehler aus der Betrachtung auszuschlieen Zu diesemZweckwird
der vorgegebene Verschiebungszustand V
i
ebenfalls mit der FiniteElementeMethode





erzeugt Damit reduziert sich in diesem Fall die Problemstel
lung der Materialparameter und Geometrieidentikation auf ein Wiedererkennen von
Materialparametern und Geometrie nach einer St

orung In diesem Fall ist somit auch
die L

osbarkeit des inversen Problems gesichert
Die eziente algorithmische Behandlung dieser Aufgabe ist notwendige Voraussetzung
f

ur die weitere Anwendung auf praxisrelevante Beispiele
  Kapitel  Beispiele
  Wiedererkennung der Materialparameter
Als erstes Beispiel wird die Scheibe mit Loch in ihrem Ausgangsdesign gem

a Abbil
dung 	  und der Diskretisierung nach Abbildung 	 betrachtet die unter der ange
gebenen Streckenlast bis auf die dreifache Ausgangsl

ange gedehnt wird
Die Struktur wird im ebenen Spannungszustand als inkompressibles Material mit Hil
fe der Verschiebungsmethode siehe die Abschnitte  





oen der Momentankonguration gerechnet Die Berechnung ist in
diesem Fall mit der reinen Verschiebungsmethode sinnvoll m


































ur  signikanter Strukturpunkte
horizontale Verschiebungen der Punkte     sowie vertikale Verschiebungen der
Punkte   und  siehe Abbildung 	

uber   Laststufen mit je  Dehnung bis




uber den Deformationszustand vorhanden
Die Wiedererkennung der urspr

unglichen Materialparameter Materialparameterdaten
satz A aus dem Deformationsverhalten wird durch die Minimierung der Zielfunktion
nach Gleichung 	

















    
untersucht Da die Werte V
i
mit dem gleichen FEModell in einer Strukturanalyse




achst wurde die Wiederermittlung jeweils zweier in Beziehung stehender Material






uhrt Dabei waren die restlichen Materialpara
meter mit dem exakten Wert aus dem Materialparameterdatensatz A angegeben und
nicht als Designvariablen deniert worden Die Leistungsdaten des Algorithmus sind















 siehe Abbildung 	 
Die ersten beiden Problemstellungen wurden bei Skalierung der Zielfunktion Nebenbe
dingungen und Designvariablen durch den Startwert bearbeitet Diese Problemformu
lierung war in der dritten Aufgabenstellung nicht erfolgreich sondern eine unskalierte
Problembehandlung lieferte die besten Resultate In allen drei Problemstellungen wur
den die Materialparameter mit einer hohen Genauigkeit wiedererkannt
 Identikation der Materialparameter und der Geometrie   




 Problemformulierung mit Skalierung










Anzahl der Iterationsschritte ITER  
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD  
Norm der Lagrangefunktion GLNOR      

Verletzung der Nebenbedingungen SRES 
Abbildung 	 	 Problem   Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus




 Problemformulierung mit Skalierung










Anzahl der Iterationsschritte ITER  
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC  
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD  
Norm der Lagrangefunktion GLNOR    

Verletzung der Nebenbedingungen SRES 
Abbildung 	  Problem  Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus




 Problemformulierung ohne Skalierung










Anzahl der Iterationsschritte ITER   
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC  
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD   
Norm der Lagrangefunktion GLNOR    

Verletzung der Nebenbedingungen SRES 
Abbildung 	  Problem  Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus
  Kapitel  Beispiele
F

ur die gleichzeitige Denition aller sechs Materialparameter ergab sich das Iterations
ergebnis nach Abbildung 	










Anzahl der Iterationsschritte ITER 
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 

Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 
Norm der Lagrangefunktion GLNOR    
	
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 
   

Abbildung 	 Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus f

ur die Denition
aller Materialparameter als Designvariable
In diesem Fall wurde ebenfalls nicht skaliert Weiterhin wurden f

ur den Strukturpunkt
 der in der Berechnung zur Ermittlung der Sollwerte die Verschiebung gesteuert hat
Nebenbedingungen eingef






 von den vorgegebenen Verschiebungen abweichen Die Einf

uhrung
dieser Nebenbedingungen wirkte sich positiv auf den Iterationsverlauf aus Der groe
Wert f







ur die nicht eingehaltenen Nebenbedingungen zu erkl

aren der sich dadurch
ergibt da der gesamte Iterationsverlauf im unzul

assigen Bereich verlief
Nach Beendigung der Iteration ergeben sich die Materialparameter zu


















und sind damit bis auf 

 hinreichend genau wiedergefunden F

ur diese Material





Anderung dieser Variablen zu erkl

aren ist An dieser Stelle tritt der
groe Unterschied in den nichtskalierten Designvariablen nachteilig in Erscheinung Zur
Behebung dieser Problematik ist eine problemgerechtere Denition des Optimierungs
problems anzugeben dh insbesondere die Vorgabe der Zielwerte der Verformung mit
einer h

oheren Genauigkeit Vorgabe der Verformungen weiterer Strukturpunkte und ei
ne eektivere Formulierung f

ur den mathematischenOptimierungsalgorithmus Die Be
deutung und richtige Angabe der Sensitivit

aten der Deformation eines hyperelastischen
Materialgasetzes unter groen Deformationen bei Ver

anderung der Materialparameter
bleibt von der Problematik hiervon jedoch unber

uhrt








 Identikation der Materialparameter und der Geometrie  
  Wiedererkennung der Geometrie
An diesem Beispiel soll die Anwendung des Algorithmus auf die Wiedererkennung der
Geometrie aus dem Deformationsverhalten der Struktur dargestellt werden Zu diesem
Zweck wurde f

ur eine beliebig gew






osungsgeometrie benannt mit der angegebenen Diskretisierungsstufe
siehe Abbildung 	  das Deformationsverhalten f

ur mehrere Strukturpunkte hori
zontale Verschiebungen der Punkte     und vertikale Verschiebungen der Punkte
   siehe Abbildung 	 und  Laststufen      und  Dehnung
protokolliert Damit stehen insgesamt nlast   Informationen aus dem Deformati














Die Optimierungsaufgabe besteht damit in diesem Fall in der Wiedererkennung der













Als Designvariablen sind die horizontalen Koordinaten der Kontrollpunkte mit den
Nummern      
  	      nach Abbildung 		 gew

ahlt worden
  Kapitel  Beispiele
Als Startwert f

ur die Optimierungsberechnung im weiteren mit

Startgeometrie be




ur die numerischen Be
rechnungen wurde sowohl f











ahlt siehe Abbildung 	
FENetz der Startgeometrie FENetz der L

osungsgeometrie
Abbildung 	 FENetze f

ur die Start und L

osungsgeometrie
Die wesentlichen Leistungsdaten des Iterationsalgorithmus zur Identikation sind in
der folgenden Tabelle angegeben
Wert der Zielfunktion im Startpunkt f
 








Anzahl der Iterationsschritte ITER  
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC  
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD  
Norm der Lagrangefunktion GLNOR     

Verletzung der Nebenbedingungen SRES    

Abbildung 	 Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus
 Identikation der Materialparameter und der Geometrie  
Auf zwei wichtige Aspekte f

ur den Einsatz adaptiver FEVerfahren f

ur die Formopti
mierung soll an dieser Stelle eingegangen werden Zun

achst sei die Ver

anderung des
Tragverhaltens einer Struktur bei Optimierung erw

ahnt die sich beim Einsatz adap
tiver FEVerfahren durch die Ausbildung weiterer oder g

anzlich anderer Adaptions
zonen bemerkbar macht Zur Verdeutlichung wurde auf die Ausgangsgeometrie und
die L

osungsgeometrie die gleichen Adaptionskriterien angewandt die unterschiedli
che adaptive Netze liefert Der eektive Einsatz der Adaptionsverfahren innerhalb der
Formoptimierung ist von groer Bedeutung f

ur den algorithmischen Verlauf
Adaption f






Abbildung 	 FENetze f

ur die Start und L

osungsgeometrie













Bei der Verwendung einer BezierFl

achenBeschreibung wobei die inneren Kontroll
punkte der Fl





aueren Linie konstant bleiben ergibt sich
das Netz nach Abbildung 	 Man erkennt da sich im Extremfall groer Lage

ande
rungen der Kontrollpunkte der Randlinie sehr stark verzerrte Elemente ausbilden Die
in der optimalen Form unbefriedigende Form der Elemente im Grenzbereich der Geo
metrie

achen wird durch die Wahl einer COONSBeschreibung deutlich verbessert
Sind die Geometrie

anderungen jedoch sehr gro so sind die in Abschnitt 
 genannten
































Der Spannungs und Deformationszustand der L

osungsgeometrie nach Abbildung 	 
wird an dieser Stelle nicht dokumentiert da er sich wegen der

ahnlichen geometrischen
Form zur Struktur nach Abbildung 	  nicht wesentlich von den in den Abbildungen
	  und 	  angebenenen Deformations und Spannungszust

anden unterscheidet
  Formoptimierung einer Normprobe  
  Formoptimierung einer Normprobe
  Problemstellung





Ubergangsbereich zwischen dem Kopf der Probe mit der Breite b
k
und























ange des Stegs l
s
  mm




















 SNormprobe nach DIN 
Die Berechnung der Normprobe zeigt bereits f






ahlten Materialgesetz Spannungskonzentrationen auerhalb des Bereichs homoge
ner Deformationen
 Aus diesem Grund wurde zun

achst die Normprobe f

ur einen Stahl
querschnitt St  mit dem Elastizit






traktionszahl von     untersucht	 dessen Materialverhalten durch das kompressible
St
























 PiolaKirchhoSpannungstenors P	 den die Span
nungskonzentration um  

uberschreitet siehe Abbildung 

 Damit ist die Gefahr
des unerw







Die Wahl dieses geometrisch nichtlinearen Materialgesetzes erfolgte zur Verdeutlichung der Lei
stungsf

ahigkeit der realisierten analytischen Sensitivit

atsanalyse
  Kapitel   Beispiele















 FENetz der Normprobe und Angabe des Spannungszustandes
  Formoptimierung einer Normprobe  
  Die Denition des Optimierungsproblems
Das Ziel der folgenden Untersuchung ist die Reduktion der Spannungsspitzen auer




unscht ist dabei die Reduktion der maximalen Hauptnormalspannung auf einen
Wert unterhalb der maximalen Hauptnormalspannung im homogenen Bereich

Eine direkte Formulierung	 d
h
 die Wahl der maximalen Hauptspannung als die zu
minimierende Zielfunktion bei Ver

anderung des Randlinienverlaufes	 f

uhrt zu einer un
erw

unschten Aufweitung der Probe im

Ubergangsbereich zwischen Steg und Kopf	 die




 Die Denition der Kr

ummung der Randlinie als Zielfunktion unter
Beachtung der Beschr

ankungen in den Spannungen wurde bisher nicht betrachtet

Als Zugang zur L

osung wurde in diesem Beispiel die gl

attenden Eigenschaft der Ge
wichtsminimierung benutzt
 Hiermit ist die Tatsache gemeint	 das sich bei Gewichts
minimierung im

Ubergangsbereich der gerade Randlinienverlauf des Steges einstellen
wird
 Als Nebenbedingungen werden die Hauptnormalspannungen in den Elementen
des

Ubergangsbereiches betrachtet	 die unterhalb der Spannung des homogenen Berei
ches liegen sollen
 Dabei werden die Gradienten durch die besonderen Eigenschaften des
SQPVerfahrens nur f





 Weiterhin ist f

ur die Beurteilung des algorithmischen




Die Geometrie der Normprobe	 d
h
 der Verlauf der

aueren Form der Probe in der
dargestellten Form mit zwei Kreisb

ogen	 wird approximativ durch die Angabe von
zwei Bezierkurven mit jeweils vier inneren Kontrollpunkten modelliert Linie   mit den
Kontrollpunkte A     M und Linie  mit den Kontrollpunkten M     E

Die Koordinaten der Kontrollpunkte der Bezierkurven stellen dabei die Designvariablen
im Optimierungsproblem dar siehe Abbildung 

 Damit kann sich die Randlinie
als Freiformlinie entsprechend der Notwendigkeit der Spannungsreduktion einstellen

Berechnungsmodell Kontrollpunkte und deren Koordinaten
A    
     
    
     
     
M     
      
     
     
      











ur die Randlinienbeschreibung der S
Normprobe
  Kapitel   Beispiele








osung sind die xKoordinaten von insgesamt  Kontrollpunkten bei
der Randkurvenbeschreibungen	 d
h
 die xKoordinaten der Kontrollpunkte     M
   	 als Designvariablen deniert worden
 Damit sind innerhalb des gew

ahlten
Modells die maximalen Beschreibungsm

oglichkeiten gegeben
 Bei der Ermittlung der
L





Wert der Zielfunktion im Startpunkt f
 






Anzahl der Iterationsschritte ITER 
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 
Norm der Lagrangefunktion GLNOR       

Verletzung der Nebenbedingungen SRES     

Abbildung 
 Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus
F

ur die Spannungskonzentrationen wurde eine Beschr

ankung auf eine  tige

Uber
schreitung des Nominalwertes gew

ahlt	 die mit einer Genauigkeit Abbruchgenauigkeit









und damit eine  tige





Die groe Anzahl der Iterationsschritte erkl

art sich damit	 da durch den starken Ein
u der Zielfunktion Gewichtsminimierung ein Verlassen des Bereiches unzul

assiger
Iterationspunkte der Designvariablen Nebenbedingungen sind verletzt nicht erfolgte

Vielmehr verlief der gesamte Iterationsproze im unzul

assigen Bereich und endete	 als
die Nebenbedingungen nur noch minimal bezogen auf die vorgegebene Abbruchgenau
igkeit verletzt waren











schaft der Gewichtsminimierung jedoch nicht optimal ist
 Andererseits zeigt der Ver
gleich der Anzahl der Funktionsauswertungen und der Anzahl der Gradientenberech
nungen	 da die algorithmische Umsetzung richtig erfolgt ist

Neben der formal richtigen algorithmischen Umsetzung der Optimierungsaufgabe mu
somit besonderer Wert auf eine problemgerechte Modellierung des Optimierungsziels
gelegt werden

  Formoptimierung einer Normprobe   















 FENetz und Spannungszustand der ersten optimierten Form
  Kapitel   Beispiele
 




In der zweiten Probleml

osung wird die Normprobe f



































 Dieses Materialgesetz beschreibt einen
Synthesekautschuk	 der in der industriellen Fertigung von Dichtungen eingesetzt wird

Die aufgebrachte Dehnung im homogenen Bereich betr

agt in diesem Fall   d
h

   	 so da sich nach Auswertung des Spannungs und Verzerrungszustandes eine








Der Spannungsverlauf entspricht qualitativ der Darstellung nach Abbildung 
	 so
da auf eine Dokumentation an dieser Stelle verzichtet wird
 Die maximale Haupt
normalspannung der CauchySpannungen auerhalb des homogenen Bereichs betr

agt






 es tritt eine  tige

Uberschreitung der Spannun
gen des homogenen Deformationsbereiches auf
 Die Optimierungsaufgabe unterschei
det sich von der vorherigen dadurch	 da nur noch die xKoordinaten der Kontroll
punkte     M als Designvariablen deniert wurden
 Dies f

uhrt zu einem optisch
gef

alligeren Verlauf der Randlinie	 vermindert durch die geringeren Freiheitsgrade der




In diesem Beispiel wurden die Nebenbedingungen f

ur die Hauptnormalspannungen
des CauchySpannungstensors der Momentankonguration derart gew

ahlt	 da sich die











Uberschreitung reduzierten siehe Abbildung


 Die Koordinaten der Kontrollpunkte im L





KP   KP  KP  KP  KP M KP  KP  KP  KP 
A 	 	 	 	  	 	 	 	 	
B 	 	 	 	  	   	  	  	 	
C 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Abbildung 
  Werte der xKoordianten der Kontrollpunkte f

ur die S
Normprobe A sowie f

ur die erste B und zweite C optimierte Form Angaben
in mm









uber die Gewichtsminimierung unter Beachtung
zus

atzlicher Nebenbedingungen	 die das eigentliche Ziel der Optimierungsaufgabe dar
stellen	 hat sich als akzeptable M

oglichkeit zur Behandlung komplexer Probleme her
ausgestellt
 Dieser Weg ist insbesondere dann vielversprechend	 falls aussagekr

aftige
Zielfunktionen nicht direkt anzugeben sind

  Formoptimierung einer Normprobe  















 FENetz und Spannungszustand der zweiten optimierten Form
  Kapitel  Beispiele
  Ein Anwendungsbeispiel der Formoptimierung
in der Reifenkonstruktion
  Problemstellung
Die Konstruktion von Reifen sowie deren numerische Analyse zB mit Hilfe der Finite







anomene So ist neben der vollst

andigen Beschreibung des Verhaltens
der unterschiedlichen Werkstoe mehrere Gummimischungen	 Stahlkorde	 Nylonban
dagen
 auch die Analyse des Verbundes von Gummi und Stahlkorde im Stahlg

urtel
nicht trivial zu beschreiben Dar










ur die geeignete Konstruk
tion	 wobei die gew

unschten Zielvorstellungen neben guter Hafteigenschaften	 gerin
gem Rollwiderstand	 Haltbarkeit	 geringe Ger

auschentwicklung komplex und vielf

altig
sind Neben der notwendigen Erfahrung im Konstruktionsproze und einer intensiven
Nutzung der Versuchstechnik wird zunehmend auch in der numerischen Analyse des
Verhaltens Erkenntnisse f

ur eine verbesserte Reifenkonstruktion gesucht
An dieser Stelle soll an einem exemplarischen Beispiel die Einsatzm

oglichkeit der For
moptimierung auf dieses komplexe mechanische System dargestellt werden In Ab
bildung  ist der Querschnitt eines PKWReifens qualitativ aufgetragen	 auf eine





Das Reifenmodell besteht damit haupts

achlich aus dem inkompres
siblen Gummimaterial	 f

ur das im gesamten Reifenquerschnitt einheitliche Materialei
























Die Haupttragwirkung wird durch die Stahlg

urtellagen erzielt	 deren Verbund aus
Stahlkorden und Gummitr

ager vereinfachend als verschmiertes	 homogenes	 orthotro





    beschrieben wurde Die Annahme eines linearelastischen Materials ist durch
die geringen Verzerrungen in der Stahlg

urtellage gerechtfertigt









 Der Kontakt des Reifens mit






















Wachstum des Reifens im Sprachgebrauch des Rei
fenkonstrukteurs
 im Laufstreifenbereich des Reifens zu garantieren Weiterhin sollte
der Reifen unter diesem Grundlastfall m

oglichst membrangerecht die Last abtragen	
was zugleich zu einer geringeren Form

anderungsenergie des Reifens f

uhrt Hieraus kann
dann auch eine Verminderung des Rollwiderstands	 der in Verbindung mit der dissipa
tiven Energie des Reifens steht	 erwartet werden
 
Ich danke der CONTINENTAL AG Hannover f

ur die freundliche Unterst

utzung bei der Bear
beitung dieser Problemstellung und f

ur die Bereitstellung des Datenmaterials

















Unterschiedliche Materialgruppen im Reifen
  Innenschicht
 Karkasse






































ur die beispielhafte Darstellung der Anwendungsm

oglichkeiten der Formoptimierung


















uhrten zu der folgenden Optimierungsaufgabe Als Ziel
funktion wurde die gesamte Form

anderungsenergie des Reifens im deformierten Zu




minimiert Die weitere Anforderung
eines gleichm

aigen Wachstums des Reifens wurde

uber eine Nebenbedingung an die
Radialverschiebungen im Laufstreifenbereich in das Optimierungsproblem eingebracht	
die mit einer Genauigkeit von  mm denWert von  mm betragen soll Ver

ander
bar innerhalb vorgegebener Schranken
 war bei dieser Untersuchung die Dicke und die
Form der oberen Stahlg

urtellage	 die in dem Geometriemodell durch Bezierkurven dar
gestellt wurde
 Ein Anwendungsbeispiel der Formoptimierung in der Reifenkonstruktion  
F

ur die Modellierung der rugef

ullten Gummimischungen konnte in guter N

aherung
ein quasiinkompressibles Material mit    
 angenommen werden F

ur diese










Der Reifenquerschnitt wurde deshalb im axialsymmetrischen Verzerrungszustand unter
Verwendung der in Kapitel  beschriebenen gemischten Methode berechnet Hierbei
stellt die Inkompressibilit

at eine Nebenbedingung auf Elementebene dar	 die nicht wie





Im Reifenquerschnitt treten aufgrund der unterschiedlichen Faserwinkel der Stahleinla
gen untereinander besonders im Zwickelbereich Materialgruppe   in Abbildung 

hohe lokale Scherbeanspruchungen bis zu  Dehnung auf Die Reifenkonstruktion
versucht dieser Situation durch den gezielten Einsatz unterschiedlicher Gummimischun
gen mit spezischen Eigenschaften gerecht zu werden
Die f

ur den Optimierungsalgorithmus erforderlichen analytischen Sensitivit

aten sind
in Kapitel  hergeleitet worden Die Richtigkeit der Implementation wurde durch Ver
gleich mit vollst

andig numerisch berechneten Gradienten kontrolliert Dabei zeigte die
analytische Sensitivit

atsanalyse bei diesem komplexen nichtlinearen Strukturmodell die
erwarteten Rechenzeitvorteile
Die Optimierungsberechnung ergab durch die gezielte Ver

anderung der Dicke und Lage
der oberen Stahleinlage eine  tige Abnahme der gesamten Form

anderungsenergie
des Reifens Dabei nahm das Gewicht dieser Stahleinlage zus

atzlich um  ab Das
gleichm

aige Wachstum des Reifens im Laufstreifenbereich wurde dabei vom Optimie





oglichkeiten der Formoptimierung in der
industriellen Reifenentwicklung
Das hier dargestellte Anwendungsbeispiel deutet an	 in welcher Form die Formoptimie
rung innerhalb des Konstruktionsprozesses eines Stahlg

urtelreifens eingesetzt werden
kann Das ein praktischer Einsatz in der Industrie auch tats

achlich lohnend ist und
deshalb durchgesetzt werden sollte	 m

ochte ich abschlieend begr

unden
Ein erster Grund liegt darin	 das ein Reifen in hohen St

uckzahlen produziert wird
und somit schon geringe Gewichtseinsparungen die Entwicklung und den Einsatz von
Optimierungssoftware amortisiert Dieses Argument trit auch auf die verbesserten Ei
genschaften wie Rollwiderstand	 Haltbarkeit usw zu	 die zB den Brennstoverbrauch
eines Fahrzeuges verringern





unge allein aus der Erfahrung der Konstrukteure heraus nur schwer




ahrend die obigen Gr

unde sicherlich schnell akzeptiert werden	 stellt sich die Frage
einer baldigen Einsatzf

ahigkeit der Formoptimierungssoftware im industriellen Umfeld
Die groen Schwierigkeiten in der praxisrelevanten Anwendung der Formoptimierung
auf Industrieprobleme sehe ich in der notwendigen Verkn

upfung bestehender exibler
  Kapitel  Beispiele
CADSysteme

uber leistungsstarke Netzgeneratoren mit vorhandenen kommerziellen












ahnt	 da das Geometriemodell eines Reifens vollst

andig in
einer Querschnittsebene beschrieben werden kann Zudem ist der Aufbau eines Rei
fens prinzipiell gleichbleibend	 so da die Anforderungen an eine praxisrelevante CAD
Beschreibung und ihre m

oglichen geometrischen Designvariablen bekannt und im Ver
gleich zu der Vielfalt m







ur den Optimierungsproze keine groen Geometrie

anderungen er
wartet	 so da die G

ute der FENetze w

ahrend des Optimierungsprozesses ohne groe
Probleme zu gew

ahrleiten ist Ebenfalls sind zur Beschreibung des mechanischen Ver
haltens nur wenige unterschiedliche Elementformulierungen erforderlich	 so da die
Modikation und Erweiterung des Elementquellcodes auf die Erfordernisse der Sen
sitivi

atsanalyse mit begrenztem Aufwand m

oglich erscheint
Alles in allem scheint trotz der vorhandenen geometrisch und physikalisch nichtlinea
ren Ph

anomene im Reifen aufgrund der klaren geometrischen Struktur ein baldiger
Einsatz m

oglich An dieser Stelle sollte jedoch auch erw

ahnt werden	 da die relevan
ten Ph

anomene im Reifen vor dem Einsatz von Optimierungssoftware zun

achst in der










Berechnung und Optimierung von Strukturen
aus isotropen hyperelastischen Materialien bestand in der
  Herleitung einer numerisch ezienten Methodik zur strukturmechanischen Be
rechnung der Materialien






Anderung der Geometrie und
der Materialparameter sowie der
  Konzeption und Implementation eines ezienten Gesamtalgorithmus zur nume
rischen Behandlung der Optimierungsaufgaben
Eine wesentliche Erkenntnis bei der Bearbeitung der obigen Aufgabenstellungen be
steht in dem Grundsatz da	 das Optimierungsmodell nicht dazu geeignet ist ein
schlechtes Geometrie bzw Berechnungsmodell zu verbessern und es dazu auch nicht
mi	braucht werden darf Dies gilt sowohl f








uhrten Implementation Das Optimierungsmodell und damit der
Optimierungsproze	 ist nur so ezient wie der schw

achste Baustein in der gesamten
Proze	kette








turierung der kontinuumsmechanischen Grundlagen isotroper hyperelastischer Mate
rialien dh die Herleitung der Spannungs und Materialtensoren in Kapitel
 durchgef






angig von einem speziellen Materialgesetz gelegt
F





 Darstellung in der Referenz sowie in der Momentankon
guration
 Behandlung unterschiedlicherSpannungs und Verzerrungszust

ande DZustand
ebener Verzerrungszustand Axialsymmetrie ebener Spannungszustand

 Kapitel  Zusammenfassung und Ausblick
 Behandlung kompressibler quasiinkompressibler und inkompressibler Materiali
en
 Behandlung von Form

anderungsenergiefunktionen als Funktion der Invarianten
bzw als Funktion der Eigenwerte
Die in der Literatur angegebenen Spannungs und Materialtensoren weisen die folgen
den Struktur auf
  Die Spannungs und Materialtensoren hier zB der Referenzkon
guration wer
































gebildet Dabei stellen die Z
i
die zweistu
ge tensorielle Basis des betrachteten








uber den Index i h

angt von der Dimension des betrachteten
Raumes ab und kann sich in Sonderf

allen reduzieren Die obige Struktur ist pro












 die Basistensoren werden direkt aus den Verzerrungstensoren C bzw b auf

















Die Darstellung in dieser Arbeit erfolgte aus den folgenden Gr

unden bzgl der einfach







angigkeit der Invarianten ist die Be
rechnung der Eigenwerte und der Eigenvektoren nicht erforderlich





statische und equibiaxiale Spannungszust

ande nicht exakt angegeben werden
 F

ur die diskrete Sensitivit

atsanalyse ist die Darstellung bzgl der Eigenvektoren
ungeeignet da diese aufwendiger berechnet werden in den Sonderf

allen nicht
exakt anzugeben sind und somit in der Sensitivit

atsanalyse schwieriger zu be
handeln sind
Somit ist eine Darstellung gew















angigkeit der Eigenwerte be
stand die Notwendigkeit der Ermittlung der implizitenAbleitung nach den Invarianten
die f












ur die Behandlung von OgdenMaterialien bisher nicht beschrieben und










geschlossen die bisher durch St

orung der Eigenwerte n

aherungsweise als Problem mit
unterschiedlichen Eigenwerten behandelt wurde
Die Beziehungen f

ur den ebenen Verzerrungszustand und den axialsymmetrischen Ver
zerrungszustand stellen Sonderf

alle des dreidimensionalen Zustandes dar F

ur den ebe
nen Spannungszustand waren gesonderte















Insgesamt stellen das Kapitel  der Anhang A B und die zugeh

orige Implementation
in INAOPT eine allgemeing

ultige abgeschlossene Darstellung und numerische Veri

kation der Spannungs und Materialtensoren hyperelastischer Materialien dar Damit




atsanalyse isotroper hyperelastischer Materiali
en in Kapitel  gelegt und das erste gesetzte Ziel erreicht dh es wurde eine numerisch
ezienten Methodik zur strukturmechanischen Berechnung angegeben
F

ur die erfolgreiche Bearbeitung der Optimierungsaufgaben ist die L

osung der zwei





Geometrie und der Materialparameter erarbeitet worden
Die theoretischen Darstellungen der kontinuumsmechanischen Beziehungen insbeson
dere der Geometrie der Bilanzs

atze sowie der Spannungs und Materialtensoren in





nutzt und haben ihre Leistungsf

ahigkeit bei der Beschreibung physikalischer Bezie
hungen bewiesen Aus diesem Grund und um die Darstellung der Sensitivit

atsanalyse
konsistent zur vorgenommenen Beschreibung der Spannungs und Materialtensoren
anzugeben wurde eine kontinuumsmechanische Sichtweise der Formoptimierung for
muliert
Als Grundlage dient die Beschreibung des materiellen K









als dierenzierbare Mannigfaltigkeit entspricht Zur Ber

ucksichtigung der Gestalt des
K

orpers wurden die Abbildungen der Kontinuumsmechanik siehe Kapitel  um die
Abh

angigkeit von der Designvariablen erweitert Damit stellt die Designvariable s ne
ben der Zeit t einen weiteren skalaren Parameter dar
Ausgehend von diesen Grundbeziehungen wurde die von Cea und Zolesio stammende
Interpretation der Form






uckgewiesen und durch eine zur bisherigen Kontinu
umsmechanik konsistente Erweiterung ersetzt In der vorgeschlagenen Interpretation
versteht sich die Form






orpern bzw deren Kon

gurationen Mit dieser Darstellung ist die Sensitivit

atsanalyse zu einemBestandteil der






ahigkeit dieser Darstellung ist in Abschnitt  f

ur die variationelle Sensi
tivit






 Kapitel  Zusammenfassung und Ausblick
sitivit

atsanalyse erforderlichen partiellen Ableitungen der Spannungen der Referenz
und der Momentankon
guration in formal analoger Darstellung zu den bekannten





der Spannungen der Referenz und der Momentankon
guration sind dabei neue bis





Hieraus wurde zum einen die






atsanalyse deutlichWeiterhin bilden die










atsanalyse ist auf der Basis der kontinuumsmechanischen
Formulierungen in dem bereits f

ur die Spannungs und Materialmatrizen angegebe
nen Umfang hergeleitet und in INAOPT realisiert worden In Abschnitt  ist die
diskrete Sensitivit

atsanalyse beschrieben worden die ebenfalls in dem beschriebenen
Umfang hergeleitet und numerisch umgesetzt worden Ein numerischer Vergleich der
variationellen und der diskreten Sensitivit

atsanalyse mit den numerisch bzw semiana
lytisch ermittelten Ableitungen an vielen Testrechnungen zeigte die

Ubereinstimmung
der Ergebnisse und den Rechenzeitvorteil der variationellen Sensitivit

atsanalyse
Mit der Darstellung der Sensitivit

atsanalyse ist die L

osung der zweiten Aufgabenstel
lung gelungen
In Kapitel  wurde das im Forschungspaket INAOPT realisierte Konzept einer Pro
zekette Optimale Formgebung beschrieben Als dringende Notwendigkeit f

ur ei
ne erfolgreiche algorithmische Abbildung der Optimierungsaufgabe erweist sich die lei
stungsf

ahige Modellbildung der Gesamtaufgabe sowie der Teilaufgaben die sich sowohl
in der Daten als auch der Programmstruktur wiederspiegeln mu	 Bei der Modellbil





upfen mu	 jedoch keine neuen Strukturen de

nieren darf Die Aufgaben der Teilmodelle Entwurfsvariablenmodell parametrisches
Geometriemodell Technologiemodell das Modell zur Netzgenerierung und ver

ande
rung sowie das Strukturanalysemodell sind n





Mit der vorgenommenen algorithmischen Umsetzung der theoretischen Beziehungen in
vollst

andig analytischer Form auf der Grundlage eines integrierten Daten und Pro





ur weitere Forschungsarbeiten auf dem Gebiet der Formoptimierung dar
Insbesondere die bereits vorgenommene Integration der Netzverfeinerungsalgorithmen
sowie der zugeh

origen Adaptionskriterien in den Gesamtalgorithmus Optimale Form
gebung erm

oglicht die Untersuchung des Netzeinusses auf den Optimierungsproze	
und zeigt die Leistungsf

ahigkeit der Programmkonzeption siehe auch Barthold et al

In Kapitel  wurde mit den dargestellten Beispielen die Leistungsf

ahigkeit der algo
rithmischen Umsetzung der Strukturoptimierung auf gro	e elastische Deformationen
aufgezeigt Neben der Darstellung einer Gewichtsminimierung bei Einhaltung von Ne
benbedingungen in der stark deformierten Momentankon
guration wurden die Ein
satzm

oglichkeiten des Gesamtalgorithmus f

ur die Bearbeitung inverser Probleme auf
gezeigt Weiterhin stellt die Untersuchung der SNormprobe ein praxisrelevantes Bei
 Ausblick 





werden konnten so da	 ein unerw

unschtes Rei	en der Probe au	erhalb des homogenen
Bereiches unwahrscheinlicher wird Zum Abschlu	 wurde am Beispiel der Konstruktion
von PKWReifen gezeigt da	 berechtigte Honungen bestehen die Algorithmen der
Optimalen Formgebung auch und gerade bei komplexenmechanischen Problemstellun






ur die Strukturanalyse isotroper hyperelastischer Materialien unter gro	en Defor




als besonders geeignet F

ur die eektive Bearbeitung und Ermittlung aussagekr

afti
ger Spannungen sind die Netzverfeinerungsstrategien und kriterien auf die besondere
Situation gro	er Deformationen anzuwenden und anzupassen
Der Einsatz adaptiver FEVerfahren f

ur die Strukturanalyse ist ein bedeutender For
schungsschwerpunkt Eine Anwendung dieser Methoden auf die Sensitivit

atsanalyse ist
dringend erforderlich da sich durch die Form

anderung das Tragverhalten der Struk
turen stark





anomene wird den Optimie
rungsproze	 eektiver gestalten Die Grundlagen der Interaktion zwischen Formopti
mierung und Adaptivit

at sind in INAOPT realisiert siehe zB Barthold et al 
Das in der Formoptimierung benutzte Geometriemodell ist f

ur die eektive Anwendung
der Formoptimierung gerade auf praxisrelevante Strukturen der wesentliche Baustein
in der Proze	kette Formoptimierung Aus der Sicht der Anwender mu	 die Konstruk
tion schnell und eektiv in den Entwurfsvariablen Gerade Kreis Zylinder etc unter
Ber

ucksichtigung von Relationen unter den de




onnen Andererseits ist die Auassung der Geometrie eines K

orpers
als dierenzierbare Mannigfaltigkeit wesentlich f

ur die Umsetzung theoretischer Be
ziehungen Diese beiden Anforderungen sind gleicherma	en gut zu erf

ullen um An
wenderfreundlichkeit und damit Akzeptanz in der Industrie mit einer weitestgehenden
Abbildung theoretischer Zusammenh

ange im Algorithmus zu verkn

upfen Ein Fort
schritt in dieser Richtung stellt die Integration eines kommerziell anerkannten CAD
Programmsystems in eine integrierte Daten und Programmstruktur unter Verwendung
ausschlie	lich analytischer Gradienten dar





ankungen voraus so da	 sie auch die Grundlage der Behandlung
geschichtsabh








ur hyperelastische dh weg und geschichtsunabh

angige
Formulierungen Ein wesentlicher Forschungserfolg w






angige Proze	e erreicht der auf der Grundlage der f

ur
elastische Materialien erarbeiteten Beziehungen m

oglich ist Hierbei ist wesentlich da	
die Sensitivit

atsanalyse analog zur Strukturanalyse inkrementell erfolgen mu	 und die
Abh

angigkeit interner Variablen von der Designvariablen

uber die bereits bekannten
Materialtensoren erfa	t werden kann












alt man mit 
f






aumlichen Materialtensor c die Darstellung  In analoger Weise gilt f

ur die













































































Hierin ist W die Form

anderungsenergiefunktion in der funktionalen Abh

angigkeit der
Gleichung  bzwW deren deviatorische Anteil nach  Da die Invarianten i
C































angig von der Wahl der Betrachtungsweise Diese Anteile k

onnen somit direkt





stellung in den Gr

o	en der Momentankon






























 Anhang A Spannungs und Materialtensoren der Momentankonguration




Diese Darstellung der Spannungs und Materialtensoren kompressibler Materialien f

ur
eine Beschreibung in den Gr

o	en der Momentankon
guration orientiert sich an Ab
schnitt 
Tafel A
Spannungs und Materialtensoren kompressibler Materialien f

ur die


















isotroper hyperelastischer Materialien in der Momentankon
guration und

















 Bestimme die Koezientenmatrix A f

ur die Darstellung der Ableitung der



















 Berechne die Ableitungen der Form
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weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 



























 Bestimme den Cauchyschen Spannungstensor T und den zugeh

origen Ma























A Spannungs und Materialtensoren f
	
ur inkompressible Materialien 





Deviatorischer Anteil der Spannungs und Materialtensoren inkom
pressibler Materialien f






 Bestimme die tensorielle Basis
Z











































































 Bestimme die Koezientenmatrix A f

ur die Darstellung der Ableitung der
modi
















 Berechne die Ableitungen des deviatorischen Anteils W an der Form

ande

























weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 


























































 Anhang A Spannungs und Materialtensoren der Momentankonguration
A Der ebene Spannungszustand bei
kompressiblen Materialien
Die Berechnung orientiert sich an der Darstellung des Abschnitt  wobei besondere

Uberlegungen zum Ablauf der lokalen Iteration vorzunehmen sind In diesem Fall ist
die Spannungskomponente T
  
des Cauchyschen Spannungstensors T abh

angig vom
































   A
da der Anteil von T durch die spezielle Kinematik der Scheibe entkoppelt von den















































































Damit kann der Spannungstensor T
esz
des ebenen Spannungszustandes entsprechend









angegeben werden und der zugeh

orige Kirchho Spannungstensor  eribt sich zu













wobei d den r
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 Der ebene Spannungszustand bei inkompressiblen Materialien 


































Hieraus folgt der r
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 Anhang A Spannungs und Materialtensoren der Momentankonguration
Anhang B




B Darstellung der Basistensoren
Der Ausgangspunkt der numerischen Aufbereitung der in Kapitel  und im Anhang
A aufgestellten tensoriellen Beziehungen bildet die Darstellung des materiellen Defor
mationsgradienten F bzgl beliebiger krummliniger Basissysteme der Referenz und
der Momentankon
guration In der Referenzkon













g auf In der Momentan
kon













g bezeichnet Man beachte da	 die Metriktensoren mit G und g dh mit









































ur eine genauere Beschreibung der dierentialgeometrischen Zusammenh

ange sei auf
Marsden Hughes  verwiesen F




























onnen die im Kapitel  eingef
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B Ableitung der Basistensoren
Die Ableitung der Basistensoren erfolgt in der Referenzkon
















































Analog gilt dies f









































































































































B Ableitung der Basistensoren 
dh die Ableitung von C
 
 sowie in analoger Weise die Ableitungen von G
 
und C

















































































































































































































































Innerhalb dieser Arbeit ist die Allgemeing

ultigkeit der obigen Beziehungen nicht bei
behalten worden vielmehr wird in der jeweiligen Kon

















 Anhang B Hinweise zur Implementation der geometrischen Gr
	
oen




ur die Materialtensoren C der Referenz bzw c der Momentankon
guration die sich






aus Anteilen der Ableitungen der Basistensoren nach C bzw g zusammensetzen ist f

ur
die numerische Umsetzung eine geeignete Darstellung in Matrizenschreibweise anzuge
ben Hierzu wird beispielhaft das Inkrement des  PiolaKirchhoSpannungstensors
!
S betrachtet das sich aus dem Inkrement des Greenschen Verzerrungstensors
!
E mit






































































































































































































































































































































































































nition der Matrizen der wesentlichen Komponenten des Inkrementes des

















































































































B Speicherdarstellung eines Tensors vierter Stufe 
Hierbei erh
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ur die Speicherung der symmetrischen Materialmatrix C kann die ColumnHeigh

















































































In diesem Kapitel des Anhangs wird die zum Verst

andnis erforderliche wesentliche
Notation zusammengefa	t In den einzelnen Abschnitten treten weitere Bezeichnungen
auf die dort erkl

art sind und f

ur die nachfolgenden Abschnitte und Kapitel keine
Bedeutung haben
Bei der Wahl der Notation konnte nicht in jedem Fall das Auftreten mehrerer Bedeu
tungen f

ur eine Bezeichnung unterbleiben da eine

Uberfrachtung mit Indizes vermieden





Skalare Vektoren Tensoren Matrizen
      Darstellung von Skalaren durch kleine griechische Buchstaben
uvx    Darstellung von Vektoren durch fette kleine lateinische Buchsta
ben Ausnahme X f





SCF    Darstellung von Tensoren zweiter Stufe durch fette gro	e latei





ger Einheits bzw Nulltensor
C c IPZ    Darstellung von Tensoren vierter Stufe durch Hinzuf

ugen eines
Aufstriches im Buchstaben an geeigneter Stelle
IO Vierstu




  Bezug auf die Gr

o	en der Referenzkon
guration zur Zeit t


 Anhang C Bezeichnungen
Index t Bezug auf die Gr

o	en der Momentankon
guration zur Zeit t
Index s Abh

angigkeit von der Designvariablen s
Index esz Kennzeichnung der Gr

o	en des ebenen Spannungszustandes
Index h Kennzeichnung diskreter Gr

o	en
Index i Kennzeichnung des Anteils des iten 







































guration treten die entsprechenden materiellen Gr

o	en auf












dev Deviator der kontinuumsmechanischen Gr

o	e




















































































































































































Designvariable Startwert der Designvariablen
T
s






B Kontinuum materieller K

orper im Anschauungsraum ohne Me
trik
M Materieller Punkt des KontinuumsM  B












Teil der Berandung von B mit vorgegebenen Verschiebungsfeld
B

Teil der Berandung von B mit vorgegebener Ober

achenspannung




 Abbildung der materiellen PunkteM  B und der Zeit t  T
t
auf
die Raumpunkte P  IE
 





Abbildung der materiellen PunkteM auf die Raumpunkte P zur
Referenzzeit t























 Anhang C Bezeichnungen
In Kapitel  um die Abh

angigkeit von der Designvariablen erwei
tert







 und der Zeit





In Kapitel  um die Abh






guration des materiellen K

orpers B zum beliebi











mit vorgegebener Spannung und B
tu
mit vorge















guration des materiellen K






























x Ortsvektor eines materiellen Punktes zu dem beliebigen Zeitpunkt
t dh x  M t  
t
M
X Ortsvektor eines materiellen Punktes zur Referenzzeit t

 dh












































F Materieller Deformationsgradient F  Gradx
J Jakobische Funktionaldeterminante J  detF
H Materieller Verschiebungsgradient H  Gradx
U RechtsStreckTensor symmetrischer positiv de
niter Tensor
V LinksStreckTensor symmetrischer positiv de
niter Tensor
R Drehtensor eigentlich orthogonaler Tensor
C RechtsCauchyGreenTensor C  F
T
F
b LinksCauchyGreenTensor b  F F
T
E Greenscher Verzerrungstensor  E  C 
I II III Invarianten eines zweistu
gen Tensors gekennzeichnet durch den





























angenelemente dx in der Momentankon
guration und dX in der
Referenzkon
guration mit dx  FdX
dv dV Volumenelemente dv in der Momentankon
guration und dV in
der Referenzkon
guration mit dv  det F dV
da dA Fl

achenelemente da in der Momentankon
guration und dA in der
Referenzkon







F Zeitliche Ableitung des materiellen Deformationsgradienten
l R



































 KirchhoSpannungstensor   J T
P  PiolaKirchhoSpannungstensor P   F
 T
S  PiolaKirchhoSpannungstensor S  F
 
P
C Materialtensor der Referenzkon
guration




ur die Darstellung der Spannungs und Material
tensoren
ZZ vierstu
ge Tensoren der Ableitung der Basistensoren nach C bzw
g
AA Matrix der Koezienten der Ableitung der Invarianten nach C






















anderungsenergiefunktion W  W  U
$ freie Helmholtzenergie mit W  

$




















































diskrete Form der schwachen Form des Gleichgewichts












Lokale Koordinaten des isoparametrischen Konzepts
N
k





 Kontinuierliche Problemfunktion   s

us
Doppelbedeutung in der Notation
f g  Kennzeichnung isochorer Gr

o	en bei der multiplikativen Auf
spaltung des materiellen Deformationsgradienten nach 





 Darstellung der Gr

o	en an der Stelle der Linearisierung
 Vorgegebene Gr

o	en in den Bilanzs

atzen dh die vorgegebene
eingepr











































 der Momentan bzw Referenz
kon
guration









Index   Kennzeichnung der Gr

o	en der Referenzzeit t

 Kennzeichnung des Startwertes s

der Designvariablen der
keinerlei Bezug zu der physikalischen Gr

o	e Zeit besitzt
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